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Организация обмена данными в SCADA-системах 
на базе стандартных открытых 

коммуникационных протоколов

Галина С. Иванова
Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана, 

Москва, Россия, gsivanova@bmstu.ru

Максим В. Беккер
Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана,  

Москва, Россия, altwarg@outlook.com

Аннотация. Статья посвящена наиболее распространенному среди 
существующих автоматизированных систем управления технологичес-
кими процессами типу, так называемым SCADA-системам. Системы 
указанного типа осуществляют сбор, хранение и обработку параметров 
технологических процессов, а также диспетчерское управление этими 
процессами, базирующееся на результатах обработки собранных данных. 
Анализ существующих решений показывает, что либо предлагаемые сис-
темы крайне дороги, либо не обеспечивают необходимый набор функций 
и надежность работы, из чего следует необходимость разработки новых 
специализированных SCADA-систем, ориентированных на управление 
конкретным оборудованием.

В статье анализируется иерархическая архитектура типичной 
SCADA-системы на предмет выявления проблем реализации таких сис-
тем. В качестве наиболее важной проблемы названа проблема обмена дан-
ными системы с управляемым ею оборудованием. В последние годы для 
связи системы с оборудованием используется семейство технологий OPC, 
обеспечивающих стандартизацию обмена данными. Однако в настоящее 
время часть технологий, входящих в состав стандарта, устарели, и, кроме 
того, использование стандарта существенно усложняет написание про-
граммного обеспечения SCADA-систем. В качестве альтернативы уста-
ревших технологий авторы предлагают для передачи данных использо-
вать стандартные открытые коммуникационные протоколы связи между 
устройствами, например MODBUS и Profibus. Это позволит упростить 
разработку SCADA-систем и увеличит их надежность.

© Иванова Г.С., Беккер М.В., 2019
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Для цитирования: Иванова Г.С., Беккер М.В. Организация обме-
на данными в SCADA-системах на базе стандартных открытых ком-
муникационных протоколов // Вестник РГГУ. Серия «Информа-
тика. Информационная безопасность. Математика». 2019. № 1 (2). 
С. 8–20. DOI: 10.28995/2686-679X-2019-1-8-20

Data exchange organization 
in SCADA-systems based 

on standard open communication protocols

Galina S. Ivanova
Bauman Moscow State Technical University, 

Moscow, Russia, gsivanova@bmstu.ru

Maxim V. Bäcker
Bauman Moscow State Technical University, 

Moscow, Russia, altwarg@outlook.com

Abstract. The article is devoted to the most common type of the existing 
automated process control systems, the so-called SCADA-systems. These 
systems perform collecting, storing and processing the parameters of 
technological processes, as well as dispatching control of those processes, based 
on results of processing the collected data. The analysis of existing solutions 
shows that either the proposed systems are extremely expensive or do not 
provide the necessary set of functions and operation reliability what implies 
the need to develop new specialized SCADA-systems focused on controlling 
the specific hardware.

The article analyzes the hierarchical architecture of a typical SCADA-
system in order to identify drawbacks in the implementation of such 
systems. The most important is that of data exchange between system and 
its controlled hardware. For last years, the OPC technology family has 
been used for the system connection with hardware, thus securing the data 
exchange standardization. At present, however, some of the technologies 
that make up the standard are outdated, and, in addition, the use of the 
standard significantly complicates the developing of SCADA software. As 
an alternative to outdated technologies, the authors propose to use standard 
open communication protocols between devices, such as MODBUS and 
Profibus, for data transfer. That will simplify the development of SCADA-
systems and increase their reliability.

Keywords: SCADA-system, OPC standard, MODBUS protocol, Profibus 
protocol, data exchange
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Введение

В настоящее время в промышленности развитых стран основ-
ным направлением развития автоматизированных систем управле-
ния технологическими процессами является поддержка и создание 
систем SCADA (аббр. от англ. Supervisory Control And Data Acqui-
sition – диспетчерское управление и сбор данных) [1]. Указанные 
системы во многих индустриальных и промышленных отраслях 
являются весьма эффективными – технологии диспетчерского 
управления и сбора данных позволяют в считанные секунды полу-
чить требуемую информацию о характеристиках технологическо-
го процесса и принять решение, которое позволит не только уве-
личить прибыль предприятия, но и обеспечить безопасность его 
сотрудников. 

Основными пользователями SCADA-систем являются про-
мышленные предприятия, где требуется обеспечить диспетчерский 
контроль промышленных процессов в реальном времени, напри-
мер, процесса научного эксперимента, процесса работы атомных 
электростанций и т. д.

Современные SCADA-системы позволяют решать большой 
набор типовых задач автоматизированного производства [2], таких 
как:

–	 обмен данными с оборудованием нижестоящего уровня; 
–	 математическая обработка принимаемой информации 

с  целью получения полной картины состояния отслеживае-
мого процесса;

–	 управление процессом с помощью оборудования нижестоящего 
уровня;

–	 ведение базы данных единого формата с сохранением техноло-
гической информации о процессе мониторинга;

–	 аварийная сигнализация и управление тревожными сообще-
ниями;

–	 генерация отчетов о ходе технологического процесса за опреде-
ленный период времени;

–	 отображение информации о процессе управления в виде техно-
логических мнемосхем, представленных графическими элемен-
тами (например, индикаторами) на основе тегов или трендов 
в виде графиков;
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–	 регистрация событий, связанных с контролируемым процессом 
и действиями персонала, который отвечает за эксплуатацию 
и обслуживание системы.
Сегодня на рынке наиболее распространенными являются сле-

дующие SCADA-системы [2,3]:
–	 In Touch (разработчик Wonderware, США);
–	 Citect (разработчик Schneider Electric, Австралия);
–	 WinLog (разработчик Крона, РФ);
–	 WinCC (разработчик Siemens, ФРГ);
–	 Trace Mode (разработчик AdAstrA, РФ);
–	 RSView (разработчик Rockwell Automation, США);
–	 Genesis (разработчик Iconics Co, США).

Каждая из перечисленных выше систем имеет свои функцио-
нальные особенности, но схожую экономическую модель распро-
странения. Почти все они требуют дорогих лицензий – например, 
по одной копии на компьютер или даже в зависимости от числа 
обрабатываемых сигналов. Альтернативами в данном случае могут 
быть проекты с открытым исходным кодом или же проекты, пози-
ционируемые изначально в качестве бесплатных. Примерами таких 
систем являются:

1)	OpenSCADA [4] – разрабатывается на протяжении уже 
15 лет, однако так и не является стабильной (последняя версия 
0.9);

2)	Argos [5] – более не разрабатывается (последняя версия выпу-
щена в 2009 г.);

3)	SZARP [6] – медленно разрабатывается;
4)	FreeSCADA [7] – находится в состоянии «отложено на неопре-

деленный срок».
Проекты с открытым исходным кодом или позиционируемые 

изначально как бесплатные, идеальными не являются. Большая 
часть таких проектов далека по функциональным возможностям 
от актуальных проприетарных проектов, а соотношение затрат на 
разработку к нулевой прибыли приводит к тому, что такого рода 
проект с большой долей вероятности, как в приведенных выше 
примерах, даже не завершается стабильной версией. 

В результате при всем многообразии SCADA-систем возникает 
проблема выбора актуального программного обеспечения. В боль-
шинстве случаев с учетом ограниченности бюджета лучшим реше-
нием указанной проблемы будет разработка собственной SCADA-
системы с углубленной поддержкой используемого оборудования. 
Однако создание новой SCADA-системы предполагает решение 
некоторых основных проблем.
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Концепция и архитектура SCADA-систем

SCADA-системы традиционно могут реализовывать как пол-
ностью автоматический контроль и управление технологическими 
процессами, так и контроль их частей с участием человека. 

Изначально концепция SCADA была разработана в качестве 
универсального способа удаленного доступа к множеству кон-
тролируемых модулей (возможно от разных производителей), 
обеспечивающих доступ через стандартные или закрытые прото-
колы автоматизации и представляла собой определенную иерар-
хию функциональных уровней автоматизируемого производства 
(рис. 1). 

На рис. 1 обозначены следующие уровни:
–	 уровень 0: элементы управления в виде регулирующих клапа-

нов и другие устройства;
–	 уровень 1: промышленные датчики, программируемые логи-

ческие контроллеры (PLC), удаленные модули (RTU), модули 
ввода/вывода;

–	 уровень 2: контрольные компьютеры (MTU), которые, исполь-
зуя SCADA, собирают информацию в системе и предоставляют 
экраны управления диспетчеру;

–	 уровень 3: уровень мониторинга действий диспетчеров, управ-
ляющих технологическим процессом;

–	 уровень 4: уровень планирования производства.
Функции управления SCADA обычно ограничены уровнями 

1 и 2. Например, контроллер PLC может контролировать поток 
охлаждающей воды внутри части процесса, а программное обес-
печение SCADA позволяет диспетчерам изменять значения объ-
ема потока, менять скорости и маршруты движения жидкости  
в процессе, а также следить за тревожными сообщениями, которые 
должны быть записаны и отображены и на которые диспетчер дол-
жен своевременно отреагировать и принять нужные решения по 
управлению процессом. В этом случае цикл управления включает 
контролеры PLC, удаленные модули RTU и связанное с ними обо-
рудование, а SCADA-система обеспечивает его работу и конечную 
обработку.
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Проблема связи с оборудованием и решение 
с помощью стандарта OPC

Существует много программ-клиентов, которые могут полу-
чать данные от оборудования и делать их доступными для драйве-
ров независимых разработчиков. Но при этом возникают следую-
щие сложности [8,9]:

–	 каждая программа, взаимодействующая с оборудованием, 
должна иметь драйвер для конечного устройства ввода-
вывода;

–	 в случае если производитель оборудования не предоставляет 
к нему драйвер или этот драйвер не удовлетворяет требовани-
ям, которые предъявляются к работе с системой диспетчериза-
ции, необходимо написание сторонних драйверов. Из-за этого 
могут возникать конфликты между драйверами различных 
разработчиков, что приводит к тому, что какие-то режимы или 
параметры работы оборудования не поддерживаются всеми 
разработчиками программного обеспечения;

–	 с учетом предыдущего пункта возникает еще одна проблема – 
модификации оборудования могут привести к потере функцио-
нальности драйвера;

–	 конфликты при обращении к устройству – различные програм-
мы диспетчеризации не могут получить доступ к одному уст-
ройству при обращении к нему одновременно из-за использо-
вания различных драйверов.
В результате схема работы с множеством различных драй-

веров выглядит так, как изображено на рис. 2. Производители 
оборудования стараются решить эту проблему с помощью раз-
работки дополнительных драйверов, но эти попытки встречают 
сильное сопротивление разработчиков систем диспетчериза-
ции, которые должны в этом случае усложнять свои клиентские  
протоколы.

Решением явилось использование стандарта OPC. Семейство 
технологий OPC (аббр. от англ. Open Platform Communications) 
обеспечивают единый интерфейс передачи данных для управле-
ния объектами автоматизации и технологическими процессами, 
предоставляя механизм сбора данных из различных источников и 
передачу этих данных любой клиентской программе независимо от 
типа используемого оборудования.

Данный стандарт используется в большинстве случаев так, 
как представлено на рис. 3. Каждый из аппаратных подключаемых 
модулей сопровождается так называемым OPC-сервером – про-
граммой, которая постоянно передает данные от аппаратного обес-
печения в формате в соответствии со стандартом OPC.
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Однако использование стандарта OPC имеет существенные 
недостатки:

–	 многие типы оборудования и программного обеспечения не 
поддерживает стандарт OPC;

–	 многие из протоколов, поддерживающих стандарт OPC, бази-
руются на уже устаревших технологиях: поддержка OLE 
(ActiveX) закончилась в 2015 г., а технологии COM/DCOM 
уже не развиваются Microsoft, которая для своих нужд замени-
ла их на более современные, например .NET;

–	 поддержка стандарта OPC существенно увеличивает сложность 
программного обеспечения, так как при реализации технологии 
COM/DCOM необходимо:

Рис. 2. Схема работы с множеством различных драйверов

Рис. 3. Схема реализации обмена данными 
с использованием стандарта OPC
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1)	использование двух языков программирования (.idl для описа-
ния интерфейсов и C++ для реализаций);

2)	создание «прокладочного» кода для реализации COM-объекта 
на базе C++ класса при написании собственных классов;

3)	программирование обработки ошибок регистрации в реестре 
и пр.
Помимо перечисленных выше недостатков использование тех-

нологий OPC накладывает существенные ограничения на число 
получаемых параметров оборудования, которое не может превы-
шать число, предусмотренное производителем для встроенного 
OPC-сервера.

Другим решением может стать использование единого OPC-
сервера, передающего данные на сервер SCADA-системы от обору-
дования (рис. 4). 

При использовании этой схемы одновременно и проблемой, 
и единственным средством взаимодействия с оборудованием явля-
ется OPC-сервер. Данное решение лучше использования отдельно-
го OPC-сервера для каждого типа оборудования, но в результате 
получается лишнее звено, снижающее отказоустойчивость систе-
мы в целом.

Рис. 4. Схема передачи данных на базе единого OPC-сервера

Клиент 1 Клиент 2 Клиент 3 Клиент 4

Сеть Ethernet

Сеть OPC-клиентов

Устройство 1 Устройство 2 Устройство 3 Устройство 4

SCADA-сервер

OPC-сервер
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Альтернатива использованию стандарта OPC 
для передачи данных

Альтернативой применению стандарта OPC может служить 
использование стандартных открытых коммуникационных прото-
колов, широко применяемых в промышленности для организации 
связи между электронными устройствами. К таким протоколам 
относятся:

–	 протоколы сети Profibus. Profibus – открытая промышленная 
сеть, прототип которой разработан компанией Siemens AG. 
Profibus является одним из самых распространенных в мире 
сетевых стандартов – используется в Европе, весьма популярен 
в Северной и Южной Америке [10];

–	 MODBUS – открытый коммуникационный протокол, базирую
щийся, как и Profibus, на архитектуре «Master-Slave» («Веду-
щий-Ведомый») [11]. MODBUS является на данный момент 
самым распространенным промышленным открытым комму-
никационным протоколом в мире; в РФ он конкурирует только 
с Profibus.
Сравнивая эти протоколы, можно прийти к выводу, что прото-

кол MODBUS является лучшим вариантом для SCADA-системы, 
поскольку его поддерживает большее число типов оборудования: 
так, на 2014 г. с его поддержкой выпускается много типов и моде-

Рис. 5. Использование для передачи данных 
коммуникационного протокола MODBUS
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лей датчиков, исполнительных устройств, модулей обработки и 
нормализации сигналов, а также другого оборудования, как ново-
го, так и старого, используемого в SCADA-системах [10]. Протокол 
MODBUS является самым популярным промышленным прото-
колом в мире и может использоваться для передачи данных через 
проводные интерфейсы RS-485, RS-422, RS-232, сети TCP/IP, а не 
только Ethernet. Кроме того, протокол Profibus поддерживает лишь 
определенные Ethernet-коммутаторы, что накладывает дополни-
тельные ограничения на его использование. Обобщив все вышепе-
речисленное, можно построить схему решения на базе протокола 
MODBUS (рис. 5).

Заключение

Анализ существующих SCADA-систем показал, что в боль-
шинстве случаев, решая задачу автоматизации производствен-
ных процессов, целесообразно разрабатывать новую систему, 
учитывающую особенности используемого оборудования. 

Качество разрабатываемой SCADA-системы во многом опре-
деляется выбранным способом обмена данными между системой 
и оборудованием, обслуживающим технологический процесс, – 
датчиками, контроллерами и т. п. При этом вместо применяемого 
в настоящее время стандарта OPC, базирующегося на устаревших 
технологиях, следует использовать открытый коммуникационный 
протокол MODBUS, предоставляющий больше возможностей и 
накладывающий меньше ограничений. Предложенное решение не 
только оказывается актуальным, так как не использует устаревшие 
и излишне сложные технологии, но и является более эффективным 
в сравнении с существующими реализациями.
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Введение

В рамках реализации гранта РФФИ № 18-07-00036 А «Класте-
ризация тематических баз данных о результативности российских 
исследований в естественнонаучных отраслях наук» была разрабо-
тана информационная система «Научные данные», позволяющая 
оперативно производить анализ научных публикаций по основным 
наукометрическим показателям исследователя и организации: 
количеству публикаций, индексу цитирования, индексу Хирша, 
востребованности итогов исследований автора. 

Требования к системе

Требования к разрабатываемому программному обеспечению 
включали простоту его использования, а также достаточно эффек-
тивный поиск и выборку относительно анализируемого объема дан-
ных, импортируемых из библиографических баз данных научного 
цитирования РИНЦ. Поскольку в рамках решаемой задачи есть 
необходимость распечатки отчетов, система должна поддерживать 
работу с печатными формами. Сама задача предполагает возмож-
ность выборки данных по следующим запросам: поиск максималь-
ного индекса Хирша по публикациям сотрудников организации; 
выбор города с наибольшим количеством публикаций по выбранной 
отрасли науки; поиск организаций, публикации которых наиболее 
востребованы. Такие запросы могут иметь детализацию в  рамках 
отрасли, города, организации и сотрудника данной организации. 
Эти требования приводят к тому, что в информационной системе 
главная роль будет отводиться базе данных (БД), поэтому задачей 
становится выбор системы управления базами данных (СУБД) для 
реализации проекта в рамках технического задания [1].

Необходимо отметить, что в базу данных как одну из состав-
ляющих информационной системы может быть помещено отно-
сительно небольшое количество (порядка 5000–10000) записей, 
поскольку в рамках гранта анализируются данные первых двухсот 
организаций – лидеров в области научных публикаций. Система 
должна быть минимально требовательна к ресурсам, и выбранная 
СУБД должна работать на локальном персональном компьютере, 
поскольку нет необходимости широко использовать технологию 
«клиент-сервер» для удаленного доступа к базе. Исходя из этих тре-
бований, можно остановиться на СУБД MS Access, поскольку она 
широко распространена, удовлетворяет поставленным требованиям 
к информационной системе и может осуществить простой импорт 
данных в базу из других офисных приложений пакета Microsoft.



23Разработка приложения-конвертера...

ISSN 2686-679X  •  Серия «Информатика. Информационная безопасность. Математика», 2019 № 1

Разработка системы и конвертера

В работе с данными разных форматов используются конвер-
теры, которые могут быть как универсальными, т. е. переводить 
информацию из одного формата в другой вне зависимости от струк-
туры исходной информации, как в работах [2–4], так и узкоспециа
лизированными – использоваться для решения одной специфичес-
кой задачи, как в данной статье.

Для простоты разработки базы данных и легкости импорта дан-
ных было принято решение ограничиться всего лишь одной табли-
цей в базе, приведенной к первой нормальной форме.

В соответствии с техническим заданием таблица Autor состоит 
из следующих полей.

Таблица Autor

Имя поля Описание поля

ID Представляет индекс для поиска 
информации.
Числовой тип данных. Ключевое поле

Rubr Название рубрики. Текстовый тип данных

City Название города. Текстовый тип данных

Familya Фамилия автора. Текстовый тип данных

Imya Имя автора. Текстовый тип данных

Otchectvo Отчество автора. Текстовый тип данных

Organization Организация, в которой работает автор
Текстовый тип данных

Publ Количество публикаций автора
Числовой тип данных

Cit Количество цитирований автора
Числовой тип данных

Hirsh Индекс Хирша автора. Числовой тип 
данных

Приведенная выше структура прежде всего удобна для после-
дующего импорта в таблицу БД при условии, что данные полей 
таблицы и книги MS Excel совпадают по названию и типу. Пример 
исходных данных представлен на рис. 1.
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Для приведения к формату, необходимому для импорта данных 
в базу, используются макросы языка Visual Basic for Applications 
(VBA). Перед работой макросов исходные данные помещаются на 
лист входных данных. Дело в том, что эти данные не соответству-
ют формату таблицы, в частности, ФИО автора, место его работы, 
город находятся в одном поле, а индекс Хирша, количество цитиро-
ваний и количество публикаций расположены в отдельных колон-
ках. Поскольку данные импортируются из электронной системы 
e-library в MS Excel, то из-за особенностей импорта в таблицах 
могут присутствовать объединение ячеек и пустые строки и столб-
цы между заполненными.

Для приведения данных к необходимому формату потребуется 
ряд макросов для разделения длинной подстроки на необходимые 
части. Поскольку при импорте данных могут быть объединенные 
ячейки, необходимо составить макрос для отмены такого объеди-
нения [5].

Sub unmerge()’ снятие объединенных ячеек
j = rowcount 
kol = colcount 
Range(Cells(1, 1), Cells(j - 1, kol - 1)).Select
Selection.unmerge
Cells(1, 1).Select
End Sub 

На рис. 2 представлен результат работы макроса unmerge. 
Как видно на рисунке, ячейки c4, d4, e4, f4 – пустые. При отмене 

объединения строк могут быть получены полностью пустые стро-
ки. Для определения данных при импорте необходимо выполнить 
подсчет непустых строк и столбцов исходной таблицы с использо-
ванием макросов colcount и rowcount. Соответствующие макросы 

Рис. 1. Пример исходных данных
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будут носить вспомогательный характер, поскольку в исходных 
данных будут удаляться отдельные пустые строки и столбцы.

Function colcount() ‘ количество непустых столбцов
Dim kol As Integer
kol = 1
z1: Do While Cells(2, kol) <> «»
kol = kol + 1
Loop
If Cells(2, kol) = «» And Cells(2, kol + 1) <> «» Then
kol = kol + 1
GoTo z1
End If
colcount = kol
End Function
Function rowcount() ‘подсчет непустых строк 
по данным 2 столбца
Dim j As Integer
j = 1
z: Do While Cells(j, 2) <> «»
j = j + 1
Loop

Рис. 2. Результат работы макроса unmerge
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If Cells(j, 2) = «» And Cells(j + 1, 2) <> «» Then j = j + 1
GoTo z
End If
rowcount = j End Function

На следующем этапе необходимо оставить только один пробел 
между словами. Это возможно с помощью функции СЖПРОБЕ-
ЛЫ() MS Excel, однако реализация упрощается представленным 
ниже макросом.

Sub delspaces()
Dim i As Integer
For i = 3 To rowcount
Cells(i, 11).Select
ActiveCell.FormulaR1C1 = «=TRIM(RC[-9])»
Next i
End Sub

Далее важным этапом является разделение длинной стро-
ки с полной информацией об авторе, представленной в исход-
ных данных, на составные части. Для эффективного приведе-
ния данных к необходимому формату предлагается следующий  
алгоритм: 

1.	Скопировать данные на дополнительный лист.
2.	Снять объединение ячеек.
3.	Удалить пустые строки.
4.	Выделить организацию – слово, стоящее между символами 

«(» и «)»
5.	Выделить город – слово, стоящее последним.
6.	Вставить выделенные слова на рабочий лист.

Промежуточный результат выполнения макроса по выделению 
названий города и организации представлен на рис. 3.

Sub cityorg_work_3() ' вставка города и организации 
Sheets(«city»).Select
'снимаем объединение ячеек
unmerge
del_non_emty_rows 'удаляем непустые строки 
 'считаем количество строк
'удаление пустых строк
j = rowcount - 1
For k = 2 To j
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Trim (Cells(k, 2)) ‘удаление пробелов
If Cells(k, 2) = “” Or Cells(k, 2) = “ “ Then ‘ проверка на пустое 

значение или пробел
ActiveSheet.Rows(k).Delete ' удаление строки
End If
Next k
 'выделение города и организации
For k = 2 To rowcount - 1 Step 1
p1 = InStrRev(Cells(k, 2), «(«) ' поиск знака (
p2 = InStrRev(Cells(k, 2), «)») ' поиск знака )
lens = Len(Cells(k, 2)) ' длина текущей строки
If p1 <> 0 Then ' проверка на отсутствие города
org = str + « « + Left(Cells(k, 2), p1 - 1) 
' выделить данные организации
выделить данные города
str = «»
Else
str = Left(Cells(k, 2), lens) ' часть данных об организации
org = «»
city = «»
End If
Cells(k, 7) = city ' город
Cells(k, 8) = org ' организация
Next k
'удаление пустых строк в 7 столбце
j = rowcount - 1
For k = 2 To j
Trim (Cells(k, 7)) 'обрезка строки
If Cells(k, 7) = «» Or Cells(k, 7) = « « Then 
' проверка на пустое значение или пробел
ActiveSheet.Rows(k).Delete ' удаление строки
End If
Next k
j = rowcount - 1
'вставка данных города на лист автор
Range(Cells(2, 7), Cells(j, 7)).Select
Selection.Copy
Sheets(«Autor»).Select



28 Марина С. Шаповалова

“Information Science. Information Security. Mathematics” Series, 2019, no. 1  •  ISSN ISSN 2686-679X

m = rowcountautor ' первое непустое для страницы автор
Range(Cells(m, 3), Cells(m + j, 3)).Select
ActiveSheet.Paste
'вставка данных города на лист автор
Sheets(«city»).Select
Range(Cells(2, 8), Cells(j, 8)).Select
Selection.Copy
Sheets(«Autor»).Select
Range(Cells(m, 7), Cells(m + j, 7)).Select
ActiveSheet.Paste
End Sub

Аналогично происходит разделение данных для полей Фами-
лия, Имя и Отчество (рис. 4). Для простоты работы из всех данных 
отсекается часть строки, содержащая название города и организа-
ции, а полученная строка разделяется на три части. Необходимо 
также учесть возможность публикации материалов автором под 
другой фамилией, которая в системе указывается в скобках, и авто-
ров, у которых нет отчества. Текст макроса представлен ниже.

Sub fio_work_2() ' выделение фамилии, имени 
и отчества автора
Sheets(«Input»).Select 
unmerge	 'снимаем объединение ячеек
del_rows 'удаляем пустые строки
' убираем лишние пробелы через функцию сжпробелы 
и вставляем 
' результат в 11 столбец
delspaces ‘удаляем пустые строки
del_rows ‘считаем количество строк
j = rowcount - 1
For k = 3 To j Step 1
sp1 = InStr(1, Cells(k, 11), “ “) ‘ первый пробел
sp2 = InStr(sp1 + 1, Cells(k, 11), “ “) ‘ второй пробел
sp3 = InStrRev(Cells(k, 11), “ “) ‘ третий пробел
p2 = InStrRev(Cells(k, 11), «)») ' поиск знака )
st = InStrRev(Cells(k, 11), «*») ' поиск знака *
lens = Len(Cells(k, 11)) - st + 1 ' позиция * для отрезания 
от строки
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If sp1 = 0 Then ' если строка пустая, то удалить ее содержимое
ActiveSheet.Rows(k).Delete ' удаление строки
Else
If p2 = 0 Then ‘ проверяем на наличие скобок в слове
fam = Left(Cells(k, 11), sp1 - 1) ‘ выделяем фамилию
‘правим имя
 If sp2 <> 0 Then ‘ если второй пробел есть
 nam = Mid(Cells(k, 11), sp1 + 1, sp2 - sp1 - 1) 
' выделяем имя до позиции 2го пробела
If st = 0 Then ' если * в конце строки нет
otch = Mid(Cells(k, 11), sp2 + 1, Len(Cells(k, 11)) - sp2) 
' выделяем отчество до конца строки от 2 пробела
Else
otch = Mid(Cells(k, 11), sp2 + 1, Len(Cells(k, 11)) - lens - sp2)
‘ выделяем отчество, вычитая длину до *
End If
Else
If st = 0 Then
nam = Mid(Cells(k, 11), sp1 + 1, Len(Cells(k, 11)) - sp1 - 1)
‘ выделяем имя до позиции конца строки
Else
nam = Mid(Cells(k, 11), sp1 + 1, Len(Cells(k, 11)) - lens - sp1 - 1)
‘ выделяем имя, вычитая длину до *
End If
otch = «»
End If
Else ' наличие скобок
fam = Left(Cells(k, 11), p2) ' выделяем фамилию
nam = Mid(Cells(k, 11), p2 + 2, sp3 - p2 - 1) ' выделяем имя
If st = 0 Then
otch = Mid(Cells(k, 11), sp3 + 1, Len(Cells(k, 11)) - sp3) ' 
выделяем отчество
Else
otch = Mid(Cells(k, 11), sp3 + 1, Len(Cells(k, 11)) - lens - sp3) 
' выделяем отчество вычитая длину до *
End If
End If ' наличие скобок
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'запись данных в ячейку
Cells(k, 7) = fam 'фамилия
Cells(k, 8) = nam 'имя
Cells(k, 9) = otch ' отчество
End If ' конец вставки данных
Next k
Range(Cells(3, 7), Cells(k, 9)).Select
Selection.Copy
Sheets(“Autor”).Select ‘вставка данных на лист автор
m = rowcountautor ‘ количество непустых строк листа autor
Range(Cells(m, 4), Cells(m + k, 6)).Select
 ActiveSheet.Paste
'Selection.Paste
' конец вставки данных
End Sub
Промежуточный результат работы макроса fio_work_2() пред-

ставлен на рис. 4.
Остальные данные можно вставить в соответствующие столб-

цы и пронумеровать добавленные строки.
Sub pastedata_work_4() ' вставка хирша и индексов
Sheets(«Input»).Select
'убрать сгруппированные ячейки
unmerge
del_col
'удаляем пустые ячейки
del_rows
j = rowcount - 1
ActiveSheet.Range(Cells(3, 3), Cells(j, 5)).Select ' копируем 

индексы
Selection.Copy
Sheets(«Autor»).Select
m = rowcountautor ' количество непустых строк листа autor
Range(Cells(m, 8), Cells(m + j, 10)).Select
ActiveSheet.Paste ' вставляем данные на лист автор
' вставка рубрики
Sheets(«Input»).Select
Range(«B1»).Select
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Selection.Copy
Sheets(«Autor»).Select
Range(Cells(m, 2), Cells(m + j, 2)).Select
ActiveSheet.Paste ' вставляем данные рубрики на лист автор
Cells(m, 1).Select
'вставляем номера ячеек
numb_5
End Sub		
Sub numb_5() ‘ вставка номеров добавленных строк
Sheets(«Input»).Select
j = rowcount - 1
Sheets(«Autor»).Select
m = rowcountautor ' количество непустых строк листа autor
'вставляем номера ячеек
For i = m To m + j
Cells(i, 1) = i
Next i
End Sub

Для приведения данных к необходимому формату нужно 
выполнить макросы в последовательности, которая описана в 
руководстве пользователя и представлена на первом листе рабочей 
книги Excel. Из-за того что часть макросов работает с достаточно 
большими объемами данных, их необходимо выполнять последо-
вательно. Внешний вид рабочей страницы представлен на рис. 5, 
а пример данных, готовых для импорта, на рис. 6.

Приведенные к необходимому формату данные можно импор-
тировать стандартными средствами MS Access. 

Выбор данных из базы реализован с помощью запросов на 
языке SQL. Часть этих запросов однотипна, поэтому далее пред-
ставлены только основные типы. 

Для расчета индекса востребованности, 

Iv = индекс цитирования / количество публикаций 
создан запрос, вычисляющий этот индекс для всех данных, пред-
ставленных в таблице Autor:

SELECT Autor.ID, Autor.rubr, Autor.city, Autor.familiya, Autor.
imya, Autor.otchestvo, Autor.organization, Autor.publ, Autor.cit, 
Autor.hirsh, Round(Autor!cit/Autor!publ,1) AS Iv FROM Autor;
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Для формирования статистики в рамках гранта нужны дан-
ные, которые позволяют найти исследователя или организацию с 
наибольшим значением одного из показателей: индекса цитирова-
ния, индекса Хирша, количества публикаций. Такой запрос имеет 
однотипную структуру, поэтому далее представлен только один 
запрос по поиску максимального индекса Хирша среди авторов 
публикаций:

SELECT Autor.rubr, Autor.city, Autor.organization, Max(Autor.
hirsh) AS [Max-hirsh] FROM Autor GROUP BY Autor.rubr, Autor.
city, Autor.organization;

Еще один тип запросов – нахождение суммарного количества 
публикаций, цитирований и максимального индекса Хирша для 
города, организации и конкретного сотрудника. Ниже представлен 
программный код этого запроса. 

SELECT Autor.rubr, Autor.city, Autor.organization, Sum(Autor.
publ) AS [Sum-publ], Sum(Autor.cit) AS [Sum-cit], Max(Autor.hirsh) 
AS [Max-hirsh], Max(Round(Autor!cit/Autor!publ,1)) AS Iv FROM 
Autor GROUP BY Autor.rubr, Autor.city, Autor.organization;

На основе запросов подготовлены формы для просмотра инфор-
мации и отчеты для печати данных. Для удобства пользователей 
эти отчеты сгруппированы по критерию формирования выборки 
данных. Например, из стартового окна системы можно просматри-
вать и редактировать таблицы, а также просматривать отчеты по 
представленным данным (рис. 7).

С помощью кнопок на форме сделана навигация, которая поз-
воляет перейти на необходимую форму или распечатать отчет.

Например, при работе с системой данные скомпонованы по 
принципу вложенности; так, при переходе с главной страницы 
пользователь попадает на форму, на которой представлена инфор-
мация по рубрике и городу (рис. 8).

Система позволяет напечатать отчеты как по статистике тема-
тической рубрики, так и по данным цитирования, востребованнос-
ти или индекса Хирша.

Переход по кнопке «Подробнее» позволяет просмотреть дан-
ные по организациям для каждой рубрики и города. На форме, 
представленной на рис. 8, показана общая статистика по каждой 
рубрике и городу.

При необходимости можно просмотреть данные по конкретно-
му сотруднику, его показателям индекса Хирша, количеству цити-
рований и публикациям. Также возможен просмотр статистики по 
максимальным значениям показателей, представленных на рис. 9, 
как для рубрики в целом, так и для организации, города и автора. 
Внешний вид печатных форм повторяет структуру форм для про-
смотра, поэтому их вид здесь не приводится. Необходимо отметить, 
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что ввод данных в таблицу Автор при необходимости также можно 
осуществлять вручную с помощью формы для просмотра всех 
записей. 

Заключение

После анализа предметной области и требований к системе 
сделан вывод, что требовалось разработать и реализовать инфор-
мационную систему, позволяющую осуществлять статистический 
анализ данных из баз научного цитирования. Поскольку сам ана-
лиз данных относительно несложен, было принято решение реали-
зовать базу данных с помощью MS Access. Разработанная система 
соответствует поставленной задаче и позволяет проводить ана-
лиз данных по публикациям российских авторов. Наибольшую 
сложность представляла разработка конвертера для приведения 
данных к формату, необходимому для импорта в базу данных. 
Реализация конвертера позволила дополнить базу данных необ-
ходимым инструментом. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 18-07-00036 А.
The work was supported by the Russian Foundation for Basic Research, 

Grant No. 18-07-00036 A.
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Аннотация. Рассматриваются различные методики оценки результа-
тивности научной деятельности. На основе ряда наукометрических пока-
зателей (публикационной активности, цитируемости и др.) по данным 
Научной электронной библиотеки России для российских ученых, рабо-
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публикаций, их цитируемости и востребованности в 2012–2018 гг. резуль-
татов их исследований, отраженных в публикациях; определены ученые-
лидеры в этой области исследований, отличающиеся высокими показа-
телями цитируемости и индекса Хирша, что свидетельствует о мировом 
уровне научной активности этих ученых. Выявленный рост доли публи-
каций за анализируемый период в сфере информационной безопасности 
относительно всей предметной области, к которой эта сфера исследований 
относится, свидетельствует о все более ответственном отношении в Рос-
сии к вопросам обеспечения информационной безопасности в последние 
годы.
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Abstract. The article considers various methods of assessing the 
effectiveness of scientific activities. On the basis of a number of scientometric 
indicators (publication activity, citation, etc.) and following the data from 
the Scientific electronic library of Russia, the authors reveal the dynamics of 
publications Russian scientists, working in the field of information security, 
their citation and relevance in 2012–2018 of their research results reflected in 
the publications. It is defined, who among scientists in that field of research, are 
the leaders characterized by high rates of citation and h-index, which indicates 
the world level of scientific activity of those scientists. The revealed increase 
in the share of publications in the field of information security in the analyzed 
period in relation to the entire subject area, to which that area of research 
belongs, indicates an increasingly responsible attitude in Russia to the issues of 
information security in recent years.
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Введение
Вторая декада XXI века для науки и высшего образования во 

многих странах мира и в России характеризуется как особый пери-
од, когда наука и образование стали превращаться в специализи-
рованные социальные сервисы, реализуемые в условиях жесткой 
конкуренции, а ученые и преподаватели становятся исполните-
лями услуг, качество которых в основном оценивается на основе 
набора количественных показателей. На место академической 
свободы и коллегиальности исследователей приходят тотальная 
подотчетность, управление и оценка работы ученых и преподавате-
лей по конкретным количественным результатам.
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В России в 2016 г. отмечено в различных отраслях знаний около 
430 тыс. исследователей [1], большинству которых (и не только 
им) всегда была интересна оценка результатов их работы научным 
сообществом.

К настоящему времени известны следующие методики, оцени-
вающие результативность научной деятельности исследователей 
на основе ряда специализированных показателей [2].

1.	 Оценка итогов работы системы с использованием метода 
экспертных оценок [3].

2.	 Анализ спроса на результаты исследований, отраженных 
в отчетах по НИОКР и диссертациях (используется в тех отрас-
лях исследований, где формируется большое количество отчетов 
и защищается значительное число диссертаций по результатам 
работ, например, в геологоразведочной отрасли) [4].

3.	 Учет публикационной активности исследователя на основе 
ежегодного числа публикаций, в определенной мере определяю-
щей продуктивность его научной деятельности.

4.	 Оценка с учетом наукометрических показателей результатив-
ности работ исследователя на основе их цитируемости С (в том числе 
с учетом числа публикаций Р), индекса Хирша и востребованности V 
результатов его работ, определяемой соотношением С / Р [5, 6].

Если метод экспертных оценок является, пожалуй, самым 
«древним» методом, в основе которого при оценке результатов 
работы исследователей учитывается мнение коллектива специ-
алистов, основанное на их профессиональном, научном и прак-
тическом опыте, то вторая методика впервые активно начала 
использоваться для оценки эффективности исследований на 
примере геологоразведочной отрасли России с 90-х годов ХХ в., 
а последняя, характеризирующаяся значительным числом пуб-
ликаций в этой области, активно используется в различных сфе-
рах исследований (химии, медицине, геологии и др.) с 70-х годов 
прошлого века. 

Анализ востребованности результатов исследований 
российских ученых в области информационной безопасности

Крупнейшая в мире система учета публикаций и цитирования 
Web of Science (WoS) включает в наши дни данные из более 19 тыс. 
авторитетных научных журналов мира, а система SCOPUS – дан-
ные из 23 тыс. журналов различных стран. 

Большинство представленных в WoS журналов приходится 
на США, Великобританию и Нидерланды. В этих странах распо-
ложены крупнейшие, наиболее авторитетные в мире издательства 
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научной литературы, а также в них зарегистрированы многие веду-
щие международные научные журналы. Научная периодика других 
стран с трудом может попасть в этот круг изданий, индексируе-
мых WoS.

Так как в WoS и SCOPUS по различным причинам лишь 
фрагментарно учитывались результаты публикаций и цитирова-
ния российских ученых, в России в конце первой декады XXI в. 
в Научной электронной библиотеке (НЭБ) России была начато 
формирование национальной базы RSCI (Russian Science Citation 
Index), которая стала четвертой по счету созданной националь-
ной базой данных публикаций и цитирования в мире (до нее были 
созданы китайский, корейский и латиноамериканский аналоги). 
Она предназначена не только для оперативного обеспечения науч-
ных исследований актуальной справочной информацией в различ-
ных отраслях знаний, но является также и достаточно мощным 
инструментом, позволяющим осуществлять оценку результатив-
ности и эффективности деятельности научно-исследовательских 
организаций, ученых, журналов и т. д.

В настоящее время более половины пользователей российской 
базы данных составляют иностранцы, и лидер среди них – Китайс-
кая академия наук, которая очень внимательно следит за состояни-
ем науки в России. Другим лидером является Egyptian Knowledge 
Bank – организация, предоставляющая доступ к научной информа-
ции стран Северной Африки.

На рис. 1 представлены показатели публикационной актив-
ности и цитируемости работ российских исследователей в облас-
ти информационной безопасности (код тематической рубрики 
81.93.29 в соответствии с Государственным рубрикатором науч-
но-технической информации России – ГРНТИ), полученные из 
национальной базы данных НЭБ [7].

Как следует из рис. 1, если публикационная активность уче-
ных возрастала с 2012 по 2017 г., то цитируемость результатов их 
работ, отраженных в публикациях, достигнув максимума в 2013 г., 
с 2014 г. начала уменьшаться (одна из причин этого спада, возмож-
но, начало экономического кризиса в России, повлиявшего в том 
числе и на цитируемость работ в последующие годы).

При сравнении роста цитируемости публикаций в 2018 г. с ана-
логичными данными 2017 г. [8] выявлено, что наибольший рост 
цитируемости в 2018 г. (в полтора и более раз) отмечался для пуб-
ликаций трех последних лет (2015–2017 гг.).

Следует отметить, что максимальные индексы цитирования 
в  области информационной безопасности в конце 2018 г. рав-
нялись 1270 и 1901 (ими обладали соответственно преподава-
тели Марков А.С. – Московский государственный технический 
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университет им.  Н.Э. Баумана и Остапенко Г.А. – Воронежский 
государственный технический университет). По данным НЭБ их 
индексы Хирша равнялись соответственно 19 и 27, что по рекомен-
дациям НЭБ соответствует мировому уровню научной активности 
исследователя.

При сравнении доли публикаций по рубрике 81.93.29 с общим 
количеством публикаций по тематической рубрике 81 (Общие и 
комплексные проблемы технических и прикладных наук и отрас-
лей экономики) выявлен рост этой доли более чем в полтора раза: 
с 3,2 % в 2012 г. до 5,4 % в 2017 г., что свидетельствует о все более 
ответственном отношении в России во второй декаде XX в. к воп-
росам обеспечения информационной безопасности в различных 
сферах экономики и науки.

Этот факт подтверждается и при сравнении публикационной 
активности по рубрике 81.93.29 с общим количеством публикаций 
(рис. 2) по рубрике 43 (Общие и комплексные проблемы естест-
венных и точных наук). В этом случае доля публикаций по рубри-
ке 81.93.29 относительно числа публикаций по рубрике 43 только 
с 2012 г. по 2015 г. выросла с 38% до 45 %. 

При этом следует отметить, что если ежегодное число пуб-
ликаций по рубрикам 43 и 81.93.29 с 2014 г. примерно совпадает, 
то востребованность по рубрике 81.93.29 превышает аналогичные 
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Рис. 2. Динамика публикационной активности 
и цитируемости российских ученых 

по общим и комплексным проблемам 
естественных и точных наук

Рис. 3. Динамика востребованности результатов исследований 
в области информационной безопасности
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показатели для рубрики 43 более чем в полтора раза, что также 
свидетельствует о повышении внимания во многих организациях 
к обеспечению информационной безопасности информационных 
систем и информационно-телекоммуникационных сетей.

Динамика востребованности результатов исследований 
в  области информационной безопасности представлена на рис. 3. 
Как следует из рисунка, максимальная востребованность отмеча-
лась для итогов работ, полученных на 4–6 лет ранее 2018 г., при 
этом с 2014 г. также наблюдается спад значения этого показателя. 

Заключение

На основе наукометрических показателей (публикационной 
активности, цитируемости, востребованности и индекса Хирша) 
по данным Научной электронной библиотеки России за период 
2012–2018 гг. были выявлены для российских ученых, работающих 
в области защиты информации, динамика публикаций в этой сфере 
исследований, их цитируемость и востребованность результатов 
исследований, отраженных в публикациях. 

Если при анализе динамики публикаций наблюдался непре-
рывный рост их числа до 2017 г., то для цитирования и востребо-
ванности результатов исследований в области информационной 
безопасности отмечался спад этих показателей после максимума 
2013 г. В то же время рост почти в два раза с 2012 по 2017 г. доли 
публикаций по рубрике 81.93.29 по сравнению с общим количест-
вом публикаций по тематической рубрике 81 рубрикатора ГРНТИ 
свидетельствует о все более ответственном отношении в России в 
последние годы к вопросам обеспечения информационной безо-
пасности в различных сферах экономики и науки. Этот факт под-
тверждает и значительный рост в 2018 г. по сравнению с 2017  г. 
цитируемости (в полтора и более раз) на публикации даже трех 
предыдущих лет – 2015–2017 гг.

Относительно невысокие значения индексов цитируемости и 
востребованности в 2017–2018 гг. по сравнению с максимумами 
этих показателей для всех трех рубрик (43, 81 и 81.93.29) характе-
ризуют замедленную по целому ряду причин реакцию российского 
и мирового научного сообщества на итоги научной деятельности 
российских ученых, отраженные в публикациях этих двух послед-
них лет. В свою очередь выявленные на начало 2019 г. высокие 
значения индексов цитируемости и Хирша российских ученых – 
лидеров исследований в области информационной безопасности – 
свидетельствуют о соответствии их исследовательской деятельнос-
ти мировому уровню научной активности ученых. 
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Аннотация. Анализируются, в зависимости от дисциплины обслу-
живания заявок и наличия общей для страхового пула дополнительной 
большой рабочей станции (ДБРС) – в качестве второго канала системы 
массового обслуживания (СМО) с отказами  – четыре основные ситуа-
ции обслуживания при страховании прямым страховщиком с последу-
ющим исходящим перестрахованием. Эти ситуации сопоставляются на 
основе предложенной формулы годового экономического эффекта от 
совершенствования организации и автоматизации процесса страхования с 
последующим исходящим перестрахованием, включающей усредненную 
брутто-ставку (с объекта страхования), годовые количества заключаемых 
страховых договоров, среднее время обслуживания заявки на страхование 
и средний взнос страхователя для случая, когда интенсивность входящего 
потока заявок выше интенсивности обслуживания. 

Сформулированы и доказаны три основные теоремы для различ-
ных соотношений слагаемых формулы расчета годового экономического 
эффекта от рассматриваемых организационно-технических мероприятий 
для сферы перестрахования рисков, а именно связанные как с увеличени-
ем числа обслуживающих заявки каналов СМО, так и с изменением дис-
циплины обслуживания.
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Abstract. Four main service situations when insured by a direct insurer 
with subsequent outgoing reinsurance are analyzed, depending on the 
discipline of servicing applications and the availability of an additional large 
workstation (ALWS) common for the insurance pool, and  as the second channel 
of the queuing system (QS) with refusals. They are compared by the proposed 
formula of the annual economic effect of improving of the organization and 
automation of the insurance process with subsequent outgoing reinsurance, 
including the average gross rate (from the insurance object), the annual 
number of the concluded insurance contracts, the average service times for an 
application on the insurance and the average premium of the insurant for the 
case when the intensity of the incoming flow of applications is higher than the 
intensity of the service. 

Three main theorems are formulated and proved for different ratios of the 
summands of the formula for calculating the annual economic effect from the 
considered organizational-technical measures for the sphere of risks reinsurance, 
namely, those associated both with an increase in the number of channels of QS 
servicing requisitions, and with the change in the discipline of service.

Keywords: operational rational reinsurance, queuing theory, pool
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Введение

В настоящее время актуальны вопросы и проблемы оператив-
ного рационального перестрахования как для рисков чрезвычай-
ных ситуаций (ЧС) природного и техногенного характера – авиа
ционной и космической, атомной отраслей и других, так и для 
массовых рисковых видов страхования в Российской Федерации. 
Информатизация российской страховой системы, ее активизация 
за счет распределенных высокопроизводительных вычислений в 
сфере перестрахования могла бы сыграть заметную роль в эконо-
мике страны, смягчая последствия ряда страховых случаев и ЧС,  
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Заключение

Как видно из результатов расчетов экономии (годового эконо-
мического эффекта по предложенной формуле (3)) от совершен
ствования организации и повышения степени автоматизации про-
цесса страхования с последующим исходящим перестрахованием, 
для рассмотренных случаев наиболее предпочтительно примене-
ние двухканальной системы массового обслуживания в модели с 
отказами при использовании ДБРС (дополнительной большой 
рабочей станции) в качестве второго канала при «равномерной» 
взаимопомощи между каналами (ситуация (d) из четырех нами 
рассмотренных, но не единственно возможных). Хотя рассмотрен-
ные числовые данные условны, они могут фигурировать и для дру-
гих случаев (ситуаций).

Итак, в работе проведен анализ распределенной, состоящей 
из значительного (по сравнению с одним-двумя перестраховщи-
ками) количества страховых и перестраховочных компаний, сис-
темы оптимизационной модельно-алгоритмической поддержки 
оперативного рационального перестрахования рисков вычислен 
для сравнения годовой экономический эффект (условный для ана-
лизируемых ситуаций) .

Научная новизна данной работы состоит в следующем:
–	 предложена с позиции теории массового обслуживания моди-

фицированная формула, новая для сферы перестрахования, поз-
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воляющая сравнивать по годовому экономическому эффекту 
между собой различные, включая гибридные, варианты органи-
зации распределенных высокопроизводительных вычислений 
в целях оперативного рационального исходящего перестрахо-
вания рисков между членами страховых пулов, в том числе по 
отношению к базовому модернизируемому варианту для случа-
ев, когда интенсивность входящего потока заявок выше интен-
сивности обслуживания;

–	 для рассмотренных случаев на основе расчета (возможного) 
годового экономического эффекта от совершенствования 
организации и повышения степени автоматизации процесса 
страхования с последующим исходящим перестраховани-
ем выяснена предпочтительность двухканальной системы 
массового обслуживания в модели с отказами при исполь-
зовании ДБРС (дополнительной большой рабочей станции) 
в  качестве второго канала при «равномерной» взаимопомо-
щи между каналами. 
Кроме того, по сравнению с материалом, доложенным автором 

ранее на научно-практической конференции НСКФ-2016 (Нацио
нального суперкомпьютерного Форума) в ИПС (Институте про-
граммных систем) им. А.К. Айламазяна РАН, в части научной 
новизны следует отметить:

–	 сформулированы и доказаны две теоремы, указывающие на то, 
что при неудачно и/или необоснованно выбранных значениях 
финансово-экономических параметров, а именно среднего стра-
хового взноса и усредненной брутто-ставки улучшение одной 
из организационно-технических характеристик обслуживания 
при даже небольшом ухудшении другой не может привести 
к положительному значению годового экономического эффек-
та от совершенствования организации и повышения степени 
автоматизации процесса страхования с последующим исходя-
щим перестрахованием;

–	 сформулирована и доказана теорема, о соотношениях слага-
емых формулы расчета годового экономического эффекта 
от вышеуказанных организационно-технических мероприя-
тий в тех случаях, когда он принимает строго положительное  
значение.
Практическая ценность работы заключается в следущем:

–	 содействие развитию сферы перестрахования, в том числе при-
менительно к авиационной, космической и атомной отраслям, 
а также массовых рисковых видов страхования за счет воз-
можности повышения оперативности принятия рациональных 
решений при перестраховании и управлении риском для значи-
тельного количества перестрахователей, уменьшения времени 
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оказания услуги страхования населению и юридическим лицам 
с последующим исходящим перестрахованием рисков; 

–	 способствование снижению риска и тем самым, с учетом пре-
дупредительной функции страхования, смягчение последствий 
природных и техногенных катастроф. 
Основная часть данной работы была выполнена во время рабо-

ты автора в Финансовом университете до успешной аттестации в 
должности доцента и продолжена при повышении квалификации 
в НИУ ВШЭ (Национальный исследовательский университет 
«Высшая Школа Экономики») от основного места работы (РГГУ) 
и одновременно в МГЛУ (Московский государственный лингвис-
тический университет).
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Аннотация. Теорема Найквиста (Котельникова, Шеннона) широко 
применяется в задачах обработки случайных сигналов. Согласно данной 
теореме осуществляется дискретизация, позволяющая провести достовер-
ную оценку спектральных плотностей. В статье показано, что требования, 
предъявляемые к анализу случайных процессов нагружения с дальнейшей 
целью оценки долговечности, в силу своей специфики находятся в противо-
речии с данным указанием. В то же время применявшиеся ранее приборы, 
осуществляющие аппаратное выделение локальных экстремумов, в насто-
ящее время не используется. 

Показано, что для данной задачи предпочтительной является дискре-
тизация случайного процесса нагружения в моменты пересечений уров-
ней квантования, что позволяет с меньшими затратами и большей точнос-
тью выделять экстремумы случайного процесса. На модельных примерах 
продемонстрирован выигрыш в терминах быстродействия, что в конеч-
ном счете будет способствовать увеличению достоверности информации, 
необходимой для оценки долговечности. Экономия на памяти и быстро-
действии позволит обрабатывать более длительные реализации, что также 
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будет способствовать уточнению оценки долговечности на стадии про-
мышленной эксплуатации и для оценки остаточного ресурса. 

Ключевые слова: случайный процесс нагружения, частота дискретиза-
ции, интервалы квантования, усталость металлов, экстремумы, усталость 
материалов 
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Abstract. The Nyquist theorem (Kotel’nikov, Shannon) is widely used in 
processing of random signals. According to this theorem, the discretization 
is carried out, what allows to make a reliable assessment of the spectral 
densities. The article shows that the requirements for the analysis of random 
loading processes for the further purpose of assessing the loading, due to its 
specificity, are in contradiction with that notice. At the same time, previously 
used devices that perform hardware comprehension of local extremes are not 
currently used. 

It is shown that for such task it is preferable to take to the discretization in 
a random process of loading to the points of intersections of quantization levels, 
allowing lower costs and more accurately comprehend the extremes of a random 
process. The model examples demonstrate the gain in terms of computing time, 
what ultimately will increase the reliability of the information necessary to 
assess the durability. The savings in memory and performance will allow longer 
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implementations to be processed, what will also help to refine the durability 
assessment during the production phase and to estimate the remaining life.

Keywords: random process of loading, discretization rate, quantization 
intervals, fatigue of metals, extremes, fatigue of materials

For citation: Gadolina IV., Kozlov AD., Monakhova AA., Serebryakova IL.  
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Анализ современного состояния вопроса

В задачах транспортного машиностроения актуальным явля-
ется сопоставление расчетной и эксплуатационной надежности 
в связи с уточнением расчетных методов оценки нагруженнос-
ти и долговечности. При оценке расчетной долговечности весьма 
важным составляющим моментом является оценка нагруженнос-
ти в эксплуатации. Данная оценка проводится на основе анализа 
нагруженности и с применением гипотез суммирования усталос-
тных повреждений. При оценке долговечности решающее значе-
ние имеет оценка распределения экстремальных пиков нагрузки 
и значения выбросов, определяющие максимальную амплитуду 
напряжений процесса σamax. При использовании для схематиза-
ции метода дождя как наиболее адекватно отражающего суть 
рассмотрения повреждающего воздействия случайного процесса 
нагружения [1] максимальная амплитуда блока нагружения опре-
деляется как σamax = (σmax – σmin)/2 , где σmax и σmin – максималь-
ное и минимальное значения случайного процесса нагружения  
в реализации. 

Если ранее для обработки случайного процесса нагружения 
применялись аналоговые приборы, позволяющие аппаратным 
образом зафиксировать локальные экстремумы, то в настоящее 
время не в последнюю очередь благодаря возросшим вычисли-
тельным возможностям подобные приборы перестали применять-
ся. Наиболее широко применяется цифровая обработка сигналов, 
при которой непрерывный процесс заменяется набором дискрет-
ных значений. Процедура предполагает две операции: кванто-
вание по уровням (осуществляется аналого-цифровыми преоб-
разователями  – АЦП разной разрядности) и дискретизацию по 
времени [1].

Специфика обработки случайного процесса нагружения с 
целью последующей оценки долговечности заключается в том, 
что для оценки долговечности при обработке случайного процесса 
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важно получить распределение экстремальных значений (а в неко-
торых случаях и их последовательность [2]). Несущественной 
является оценка частотного состава процесса, так как при даль-
нейшей обработке процесса, а именно, схематизации по методу 
дождя [1] используются только экстремумы, а форма цикла и вре-
менные характеристики остаются за кадром.

Дискретизация и разбиение процесса на уровни — это лишь 
этап предварительной подготовки процесса. Целью обработки 
является схематизация. Схематизацией называется процесс заме-
ны случайного процесса набором гармоник с целью последую-
щего расчета долговечности по линейной гипотезе накопления 
усталостных повреждений Майнера [3]. В идеале эти гармони-
ки должны обеспечить эквивалентное повреждение образца или 
детали. В настоящее время предпочтение отдается схематизации 
по методу падающего дождя. Данный метод может быть применен 
к широкому классу процессов: синусоидальному, полигармони-
ческому, переходному, стационарному и нестационарному про-
цессам [1].

Способ обработки аналогового сигнала, более экономичный 
с точки зрения расхода ресурсов аналого-цифровой техники, обес-
печивало устройство, аналогичное описанному в [4] и подобному 
использованному в [5], позволяющее непосредственно определять 
экстремумы случайного процесса минуя промежуточные стадии. 
Подобные устройства могли обеспечить измерение экстремумов 
электрического сигнала, в который преобразуется сигнал с тен-
зометрического датчика деформаций деталей. Формирование 
моментов экстремума осуществляется при индикации измене-
ния знака разности между текущим и предыдущим кодирован-
ными значениями исследуемого сигнала. Устройство KLA-2 [5] 
давало возможность обеспечить обработку случайного процесса 
по методу пересечений (квантование процесса по уровням), что 
позволило исследователям компактно и оперативно регистриро-
вать экстремумы.

Следует также отметить, что частотные характеристики про-
цесса, представленные в виде спектральной плотности случайно-
го процесса, вспомогательную роль. Их применение в большей 
степени оправдано на стадии проектирования изделий машино-
строения [6].  Несмотря на то, что применение теории случайных 
процессов к анализу надежности машин и конструкций имеет дав-
нюю успешную историю [7] в решении задач прочности, в задачах 
оценки усталости, на стадии постпроцессинга (т. е. когда по край-
ней мере опытный образец уже существует и возможна реализация 
случайного процесса нагружения) предпочтительно применять 
методы схематизации для построения блока нагружения и для 
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расчетов и/или испытаний, при которых временные показатели 
не рассматриваются. После успешного решения задач с помощью 
спектрального подхода, таких как вибрации мостов и высотных 
зданий при порывах ветра, вибрации при землетрясениях и т. д., 
продолжали применять теорию случайных процессов на более 
поздней стадии жизненного цикла изделия, а именно постпро-
цессинга, данный подход не является целесообразным, так как 
на этой стадии уже существует возможность применять методы 
схематизации и как наиболее перспективный – метод дождя [1,3].

Актуальность

Вопрос экономии вычислительных ресурсов, включающих 
память и количество операций, тесно связан с возможностью осу-
ществлять обработку более продолжительных реализаций, что 
позволит повысить состоятельность оценки нагружения [8]. АЦП 
широко применяются при обработке случайных сигналов нагрузок 
(напряжений) во времени в задачах оценки долговечности. В силу 
специфики указанной задачи, а именно, максимально корректно-
го определения распределения амплитуд напряжений в интервале 
[σamax ; σamax –ε ] данный способ не является ни единственно возмож-
ным, ни оптимальным. 

Основная часть

Основой для применения любых методов схематизации явля-
ется выделение экстремумов, а они определяются по дискретизи-
рованному случайному процессу. Метод равномерной цикличес-
кой дискретизации хотя и не оптимален, но применяется наиболее 
широко. 

В статье рассмотрены варианты обработки с АЦП. Их два: 
–	 выделение экстремумов по последовательности случайных 

ординат; 
–	 выделение экстремумов по методу пересечений.

Согласно первому варианту случайные значения считывают-
ся с аналогового сигнала через равные промежутки времени ∆t, 
которые выбираются в зависимости от максимальной частоты 
процесса f1:

	Δ t=1/(K∙ f1) [с] ,	 (1)
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где K≥ 2 (cогласно теореме Котельникова К=2). Формула (1) будет 
использована в ходе дальнейших рассуждений.

В [9] приведена формула для оценки Δt с учетом скорости 
изменения процесса σ(t) и числа уровней квантования N: 

		

	

max min

max

t
dN
dt

σ σ
σ
−

∆ =
 
 
   

.

	

(2)

На основе (2) и с применением теории ошибок, а также законов 
накопления усталостных повреждений в области многоциклового 
нагружения получены соотношения, позволяющие выбрать такое 
max(∆t), чтоб не допустить дополнительной ошибки оценки ресур-
са за счет недостаточно подробной дискретизации. В качестве пара-
метров в приведенные ниже соотношения входит коэффициент 
угла наклона кривой усталости m, а долговечность оценивается по 
линейной гипотезе накопления повреждений по кривой усталости, 
не имеющей горизонтального участка [3]. При выводе зависимос-
ти было сделано предположение, что существует вероятность того, 
что пик синусоиды расположен ровно посередине между двумя 
отсчетами функции при дискретизации с интервалом ∆t. Второе 
допущение – колебание с максимальной частотой fmax осущест-
вляется с максимальной амплитудой σamax. Такой вариант нагру-
жения наблюдается, например, в деталях подвижного состава при 
прохождении стрелок: большие амплитуды напряжений с малым 
периодом колебаний.

С этими допущениями формула для оценки максимально 
допустимой частоты дискретизации max(∆t) выразится в виде

	
( )t

Kmax

1max ,
f

∆ ≤
⋅

	
(3) 

где

 	

K= ,
(Re)
m

arccos 1

π
δ −   	

(4)

δ(Re) – допустимая ошибка оценки ресурса. 
На рис. 1 формула (4) представлена в графическом виде (номо

грамма):
На рис. 2 приведены примеры осуществления дискретизации 

случайного процесса нагружения по методу равномерной цикли-
ческой дискретизации [10]. Точками обозначены зарегистрирован-
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ные дискретные отсчеты. На рис. 2, б и отчасти на рис. 2, а действу-
ющие максимальные значения процессов не были зафиксированы 
из-за недостаточной частоты дискретизации. Например, у процес-
са, показанного на рис. 2, б для реализации на временных отрезках 
t=0,003, ..., 0,0035 c и t=0,013, ..., 0,0135 c весьма вероятно наличие 
минимумов, меньших, чем зафиксированные при дискретизации, 
а именно, σмин1 = 107 МПа, σмин2 = 108 МПа. В примерах на рис. 2, в 
и 2, г частота дискретизации достаточна, и экстремальные значения 
надежно определены.

Как было отмечено ранее, равномерная дискретизация по 
уровням не представляется оптимальным решением для задачи 
выделения экстремумов. Более предпочтительной является дис-
кретизация в моменты пересечений уровней напряжений [1]. 

Уровни – это цифровые целочисленные аналоги физических 
величин. Число уровней выбирается 2n, где n Z∈ , n = 4, ..., 7 и более. 
Таким образом, число уровней составляет от 16 до 128 и более. При 
преобразовании к уровням случайная величина также подвергает-
ся процедуре центрирования.

Рис.1. График для определения необходимого K 
в формуле (1)
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На рис. 3 приведена схема, поясняющая дискретизацию по 
уровням. В отличие от равномерной циклической дискретизации 
согласно данному методу оцифровываются значения, в которых 

Рис. 2. Примеры дискретного представления 
непрерывных процессов деформаций:

а –[11]; б – [12]; в –[13] ; г – [14]

Рис. 3. Схема, поясняющая дискретизацию 
по пересечению уровней (точки – это дискретные отсчеты 

в момент пересечения уровней восходящей ветвью) 

а)		  б)

в)		  г)

Напряжение в детали ж/д тележки Давление на впускной трубе
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аналоговый сигнал (восходящие ветви) пересекает границы уров-
ней. (D – это ширина уровней квантования). Дискретизация по 
пересечению уровней позволяет надежно определить локальные 
экстремумы, которые определяются как изменение градиента про-
цесса. Метод также обеспечивает переход к целочисленной ариф-
метике, что в свою очередь существенно ускоряет вычисления. 

На примере модельных процессов показан выигрыш в быстро-
действии алгоритма (см. таблица 1). Вычисления ускоряются при-
мерно в 40 раз при дискретизации по методу пересечений уровней 
и использовании целочисленной арифметики. Основным крите-
рием оценки оптимальности методов является сходимость оценки 
ресурса при увеличенном быстродействии при оценке по линейной 
гипотезе накопления повреждений, поскольку конечной целью 
обработки случайных процессов нагружения является именно 
оценка ресурса.  

Процесс [15] Время вычислений, потраченное на выделение 1000 
экстремумов

Коэффициент
нерегулярности

При 
дискретизации 

по методу 
случайных 
ординат, с

При 
дискретизации 
по пересечению 

уровней, с

Выигрыш, раз

I = 0,3 18,79 0,526 35,7

I = 0,7 23,34 0,540 43,3

I =0,99 26,07 0,56 46,30

Следующим после выделения экстремумов этапом является 
схематизация случайного процесса нагружения. Схематизацией 
называется метод замены нерегулярно случайного процесса набо-
ром гармоник с разной амплитудой и иногда и средними значени-
ями цикла. Наиболее простым и интуитивно понятным является 
метод экстремумов. Достаточно точный результат данный метод 
схематизации дает лишь для узкого класса случайных процессов, а 
именно, процессов с простой структурой, для которых выполняет-
ся следующее условие:

	 x max, i > x0 ∩ x min, i < x0  i ∈ 1, 2… Nэ,		  (5) 

где x0 – средний уровень реализации, Nэ – число экстремумов 
в реализации. 
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Наряду с методом пересечений ранее использовались прочие 
методы схематизации: метод экстремумов, метод размахов, метод 
полных циклов. В настоящее время общепринятым методом, дока-
завшим хорошую сопоставимость с результатом эксперимента, 
является метод дождя [1].

На рис. 5 показан участок реализации процесса со структурой 
средней сложности (I = 0,41). Для обработки подобных процессов 
целесообразно применять метод дождя.

Ввиду важности данного инструмента обработки для последу-
ющей оценки долговечности, далее излагается один из алгоритмов 
метода дождя [1], а именно, метод трех экстремумов. 
1.	Выделенные предварительно экстремумы анализируются после-

довательно
2.	Рассматривается первая тройка экстремумов: ХA ХB и ХC. Они 

образуют два размаха: RAB и RBC (рис. 6, а).
3.	Важно различать два исхода: RAB> RBC. и RBC ≥  RAB.

Условие (1) означает, что локальные максимумы процесса рас-
положены выше среднего уровня нагрузки x0 и локальные миниму-
мы расположены ниже среднего уровня нагрузки x0. Пример про-
цесса, удовлетворяющего данным правилам, показан на рис. 4. 

Данный процесс характеризуется коэффициентом нерегуляр-
ности I≈1. Коэффициент нерегулярности I описывает структурную 
сложность процесса и определяется как I=No/Nэ , [1], где No – число 
пересечений процессом среднего уровня и Nэ  – число экстремумов, 
зафиксированных на представительном участке реализации.  

Если условие (5) не выполняется, метод экстремумов даст зна-
чительную ошибку в оценке долговечности. 

Рис. 4. Пример процесса с простой структурой (I = 0,99)

ex
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4.	Если RAB > RBC (рис. 6, а) цикл напряжений не выделяется, 
поскольку следующий размах в записи может быть меньше RBC. 
Осуществляется переход к следующей тройке по правилам: 
В обозначаем А, С обозначаем В, за экстремум С берем следую-
щий по записи (рис. 6, б).

5.	В случае RBC ≥ RAB (рис. 6, б) считается, что экстремумы А и В 
образуют цикл нагружения. Следует отметить, что размах, пред-
шествующий RAB, если он имеется, больше чем RAB, иначе он был 
бы исключен на предыдущем шаге. Цикл заносится в память со 
следующими параметрами: амплитуда цикла А–В: σа= RAB/2; 
среднее значение цикла: σm= (ХA+ХB)/2. Экстремумы исключа-
ются из дальнейшего рассмотрения. В качестве А и В берутся два 
экстремума, пропущенные ранее (рис. 6, в).

6.	Операция продолжается, пока не будут исчерпаны все экстрему-
мы в реализации.

Наиболее содержательной безразмерной характеристикой 
спектра, получаемого в результате схематизации, является мера 
полноты спектра V, которая по существу является эквивалентной 
амплитудой спектра, отнесенной к максимальной амплитуде σ̂а . 
Величина V, наряду с максимальной амплитудой спектра, является 
весьма информативной характеристикой повреждающего действия 

Рис. 5. Пример реализации случайного процесса напряжений 
в детали транспортной машины

t, сек
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процесса и в дальнейшем будет использоваться для сопоставле-
ния расчетных вариантов. Поскольку речь идет об усталости, для 
которой характерна степенная зависимость количества циклов от 
амплитуды напряжений, величина V вычисляется в зависимос-
ти от параметра угла наклона кривой усталости m, V(m) (m= 4, …, 
13 – для металлов, для композитов: 12, …, 20). Для вычисления 
V используется формула:

		            ,
	

1
m

m ai
i

a

V= h
ˆn
σ
σ

 
 
 

∑
	

(6)

где m – коэффициент угла наклона кривой усталости; n – суммар-
ное число циклов в блоке; hi – количество число на i-й ступени; 
σаi  – значение амплитуды напряжений; σ̂а – максимальная ампли-
туда в блоке. 

Коэффициент полноты спектра позволяет привести переменные 
амплитуды спектра к некоторой эквивалентной величине. При этом 
ресурс в дальнейшем вычисляется с использованием имеющейся 
информации о характеристиках сопротивления усталости детали.

На рис. 7 приведены результаты по погрешностям вычисления 
ресурса за счет необоснованного выбора интервала частоты дискре-
тизации. Сравнивались погрешности при дискретизации при К = 2 
(формула Найквиста) и К =4. Данные получены на основе численно-
го моделирования для процессов с разным коэффициентом нерегу-
лярности I = 0,7. Для оценки ресурса использовалась формула

	

1

V

m

d
G

a

N= N
ˆ

σ
σ
− 

 
 

,
		

(7),

где NG – число циклов, соответствующее точке перелома кривой 
усталости.

Рис. 6. Схемы, поясняющие алгоритм метода падающего дождя 
(алгоритм трех экстремумов)

	 а)	 б)	 в)

А

А

А

В

В

С

В
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На примере модельных и эксплуатационных процессов показан 
выигрыш в памяти, быстродействии и точности. Основной крите-
рий оценки оптимальности методов сходимость оценки ресурса 
при оценке по линейной гипотезе накопления повреждений, пос-
кольку конечной целью обработки случайных процессов нагруже-
ния является именно оценка ресурса. 

Заключение и выводы

1.	Получена формула для заниженной оценки интервала дискрети-
зации по методу равномерной циклической дискретизации для 
обеспечения требуемой точности оценки максимальной ампли-
туды в блоке. 

2.	Обоснованы преимущества применения метода пересечений 
уровней для дискретизации

3.	При выделении экстремумов по методу пересечений уровней 
достигается существенный выигрыш в быстродействии (до 
40  раз для некоторых процессов). При наличии соответствую-
щих технических решений в области АЦП представляется воз-
можным увеличить точность оценки не в последнюю очередь за 
счет увеличения длительности обрабатываемой реализации

4.	С привлечением данных по накоплению усталостных поврежде-
ний оценена погрешность оценки ресурса из-за недостаточной 
частоты дискретизации.

Рис. 7. Погрешность оценки ресурса из-за недостаточной частоты 
дискретизации для модельного примера процесса 

с коэффициентом нерегулярности I = 0,7 [15]
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Два основных понятия математического анализа – число и 
непрерывность – прошли долгий путь формирования с античности 
до нашего времени. Понятие числа как элемента числового отрез-
ка, связанного с понятиями непрерывности и упорядоченности, 
берет свое начало из античности, в методе исчерпывания Евдокса 
при работе с геометрическими величинами, принципе Евклида и 
его усилении в методах Архимеда приближения с избытком и недо-
статком. 

В период с XII по XIV в. шел процесс освоения античного насле-
дия, в том числе абстрагирования и математизации физических 
понятий континуума, непрерывности, точки, линии и поверхности. 
В работах Ж. Буридана, Т. Брадвардина, У. Оккама и Р. Суисета 
появились логические схемы, позже востребованные в построении 
математического анализа. Среди рассматриваемых ими утвержде-
ний были такие, как отсутствие последнего момента существова-
ния качества, но лишь возможность первого момента нового качес-
тва; между двумя примыкающими частями континуума нет ничего 
промежуточного; линия непрерывна лишь благодаря отрицанию 
чего-либо между ее частями, что могло бы стать причиной разры-
ва между ними; время как континуум разделяется моментом таким 
образом, что либо в прошлом нет последнего момента, либо его нет 
в будущем в зависимости от того, к будущему или прошлому мы 
относим момент настоящего. Новые понятия: изменение, интен-
сивность, мгновенная скорость, постоянная величина, непрерыв-
ная величина, последовательность, упорядоченность, хотя и без 
формализации, были введены схоластами, которые располагали 
эти величины на упорядоченных шкалах, между которыми есть 
соответствие. Была признана условность понятия точки в матема-
тическом смысле, признана идея самоподобия континуума, уста-
новлены первые парадоксы бесконечного. Буридан рассмотрел 
последовательность интервалов, в каждом из которых содержится 
точка континуума [1]. Еще не было понятия «направление» (воз-
никло в математике только в XVIII в.), понятия вектора (кроме 
радиус-вектора точки). Впервые около 1300 г. на латыни появился 
термин «пространство». 

Благодаря схоластам многие новые понятия стали научными 
конструктами. Еще не было понятий соседства, окрестности, сбли-
жения, сходимости, движения. Граница трактовалась как рубеж, 
ограничитель фрагмента физического материала. Как математи-
ческий феномен середины XIV в. отметим описание Н.  Оремом 
различия между переменной и постоянной, описание трех перпен-
дикулярных осей, последовательное изменение интенсивности, 
представление величины линейного качества в виде площади и 
вычисление конечной площади бесконечной плоской фигуры [2]. 
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Замечательным в работах схоластов XIV в. является то, что они 
обсуждали все гипотезы, к которым приводила их интуиция, но 
отвергали те из них, с которыми не согласовывался их научный 
опыт, к XIV в. довольно скромный. Многие из идей, высказанных, 
но отвергнутых после обсуждения Оремом, Брадвардином и Бури-
даном, послужили конструктивной основой представления о числе 
XVI в., понятию бесконечно малой XVII в., в анализе XIX века – 
понятиям плотности, последовательности, границы, представле-
нию о сечении, покрытии, упорядоченности, непрерывности

К чести открытий номиналистов следует отнести развитие 
тезиса Аверроэса о том, что математика не существует вне души, 
математические понятия следует отличать от соответствующих им 
физических понятий. Философы Средних веков обогатили анализ 
непрерывного и дискретного развитием логики, углублением поня-
тий континуума, бесконечности, введением логических квантифи-
каторов.

В XVI в. важной вехой в расширении числовой области были 
исследования М. Штифеля, Дж. Кардано, Р. Бомбелли. Штифель 
(1545) впервые стал рассматривать отрицательные числа как числа, 
меньшие нуля, а положительные – как большие нуля; он упоря-
дочил целые, рациональные и иррациональные величины отно-
сительно друг друга на числовой шкале и установил, что между 
двумя ближайшими целыми числами находится бесконечно много 
как дробей, так и алгебраических иррациональных чисел [3 с. 104], 
[4 с. 5–12]. Его пример можно рассматривать  как демонстрацию 
плотности этих чисел. Теоретико-множественные идеи Штифеля 
продолжил Галилео Галилей, создав пример соответствия беско-
нечных числовых множеств [5 c. 141].

Кардано (1545) открыл мнимые числа, Бомбелли (1572) ввел 
правила арифметических операций над отрицательными числами, 
указал на возможность определить отношение равенства, сумму 
и произведение комплексных чисел. Чтобы число стало матема-
тическим объектом, нужно было определить отношения (равен
ство, больше, меньше, то есть порядок) и операции над объектами. 
Но было неясно, всегда ли операция над комплексными числами 
приведет к числу такого же вида. Ни физического, ни геометри-
ческого смысла у корней из отрицательных величин еще не было. 
Первую попытку дать геометрическую и физическую интерпрета-
цию отрицательным и мнимым числам сделал Дж. Валлис (1685). 
А.  Муавр (1707, 1722) дал тригонометрическую интерпретацию 
комплексного числа. Л.  Эйлер (1730–1740) рассматривал комп-
лексные числа как точки на координатной плоскости, он же ввел 
символ i (1777), использовал трехмерную систему координат. Гео-
метрическая интерпретация комплексных чисел была предложена  



97

ISSN 2686-679X  •  Серия «Информатика. Информационная безопасность. Математика», 2019, № 1

Развитие понятия непрерывности в математическом анализе до XIX в.

К.  Весселем (1797) и Ж.Р.  Арганом (1806). Строгое построение 
алгебры комплексных чисел было сделано К. Гауссом (1831), при 
этом Гаусс обратил внимание на тот факт, что теория была бы 
развита раньше, если бы математиков не отпугивали неудачные 
термины «невозможное», «мнимое», «фиктивное» число и пр. 
У.  Гамильтон (1843) на базе комплексных чисел создал теорию 
кватернионов, послужившую ступенью для создания Дж. Гиббсом 
(1881, 1884) векторного исчисления. Появление мнимой единицы 
расширило множество вещественных чисел, образовав двумерное 
пространство – комплексную плоскость. Операции над комплек-
сными числами стали отражать свойства движения в пространс-
тве. Понятие комплексного числа развивалось исходя из внут-
ренней логики математики, а также из потребностей прикладных  
наук. 

Формировалось представление о числовой шкале, на которой 
положительные числа расположены вправо от нуля по возраста-
нию, а отрицательные числа – влево от нуля по убыванию. Так пос-
тепенно шло расширение числовой области и обогащение ее гео-
метрической и физической интерпретации.

Методы приближенного решения алгебраических уравнений 
И. Ньютона были развиты Дж.  Валлисом (1685), Дж.  Рафсоном 
(1690), Т. Симпсоном (1740). В работах Ньютона постепенно рас-
ширяется понятие числа, хотя Ньютон не анализировал сходи-
мости своих методов. Это позже сделали Ж.-Р.  Мурайль (1768), 
Ж.-Б.  Фурье (опубл. 1831), А.  Кэли (1879) и Л.В.  Канторович 
(1937–1957). 

К. Маклорен в своем «Трактате о флюксиях» (1742) предпри-
нял попытку систематически изложить метод флюксий Ньютона и 
дать его обоснование на базе античной геометрии. Именно у Мак-
лорена впервые появляется термин «аксиома Архимеда» [6 c. 5], за 
которой он признавал важнейшую роль в обосновании непрерыв-
ности. Маклорен освободил приближенные методы от античного 
принципа однородности, ввел удачную метафору, расположив на 
отрезке последовательности, сходящиеся справа и слева к искомо-
му числу [6 с. 6] (понятие сходимости и ряда впервые появилось 
у Дж. Грегори (1660)). Впоследствии этот прием Маклорена войдет 
в аксиоматику действительного числа.

Зарождение первых теорем о непрерывных функциях нача-
лось в алгебре XVII в. Истоком был метод каскадов М.  Ролля 
(1690), развитый в работах И.  Ньютона (1707), Г.Ф.  Лопиталя 
(1696), Ш.-Р. Рейно (1708), Дж. Кемпбелла, К. Маклорена (1727–
1729), А.К.  Клеро (1746), Л.  Эйлера (1755), С.Ф.  Лакруа (1797), 
А.Г. Кестнера (1768), Ж.Л. Лагранжа (1798), Б. Больцано (1817),  
О.Л. Коши (1821), М.В. Дробиша (1834), К. Вейерштрасса (1861, 
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1886), У.  Дини (1878) и Г.  Кантора (1879). Анализ алгебраичес-
кого уравнения привел к формулировке двух фундаментальных 
положений теории функций – теоремы о корневом промежутке и 
теоремы о корне производной – и к созданию теоремы о среднем  
значении. 

До конца XVII в. доказательства были приняты только в гео-
метрии, а в алгебре и зарождающемся анализе они заменялись 
рассуждениями и демонстрацией примеров. Отправной точкой 
исследования был многочлен, т. е. заведомо непрерывная фун-
кция, а необходимость формулирования свойств непрерывных 
функций назревает после 1822 г. (появление рядов Фурье). Поня-
тия функции в XVII в. только начало складываться, не было пред-
ставления о графике как геометрическом месте точек, поэтому не 
было и представления о корне как о точке пересечения графика с 
осью. Этот образ возник у Ролля. У Лопиталя использованы поня-
тия абсциссы, ординаты, координат, геометрического места точек, 
изложен  геометрический смысл производной, связь возрастания 
и убывания функции со знаком первой производной, необходимое 
условие экстремума. Самую значительную роль в теории функ-
ций сыграл Больцано, подробно исследовавший теорему Ролля и 
давший первое строгое ее доказательство. Это было первое доказа-
тельство в математическом анализе. Больцано использовал метод 
дихотомии, предположение о существовании верхней грани, сфор-
мулировал определение непрерывной функции, критерий сходи-
мости последовательности и теорему о среднем значении, что было 
огромным вкладом в развитие понятий непрерывного и бесконеч-
ного. В 1821 г. Коши доказал теорему Ролля с помощью сходящих-
ся последовательностей. С 1861 г. в лекциях Вейерштрасса теоре-
ма о корневом промежутке, теорема о среднем значении, теорема о 
корне производной приобрели статус теорем, описывающих свой
ства непрерывных функций. Если во времена Коши таких теорем 
было четыре, то в курсе Дини (1878) их уже одиннадцать.

В XVIII в. в работах Л. Эйлера, Ж. Даламбера (1765), С. Люи-
лье (1786), Ж.Л. Лагранжа (1797), А. Ампера (1806) развивались 
понятия предела, бесконечно малой и функции. В XIX в. эти иссле-
дования продолжили Больцано (1817), Коши (1823), Вейерштрасс 
(1856). В работах Эйлера (1748, 1755), Лагранжа (1770), Лакруа, 
Коши развивались правила дифференцирования.

Второй фундаментальной теоремой в группе теорем о непре-
рывных функциях была теорема о среднем значении Лагранжа 
(1797), получившая имя благодаря Амперу (1806) и блестяще дока-
занная Коши (1823). В доказательстве Коши впервые использовал 
в качестве знака конечной погрешности символ ε, но сам язык «ε-δ» 
сформировался в берлинских лекциях Вейерштрасса (1856–1861). 
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Легенда о принадлежности языка эпсилонтики Коши была создана 
А. Лебегом (1904).

Теорема о сжатой переменной стала следующей в группе тео-
рем о непрерывных функциях. Представление о точке, лежащей 
в последовательности вложенных отрезков, высказал Буридан. 
Поиск искомой величины с помощью приближения с избытком 
и недостатком использовали Ферма, Грегори (1668), Ньютон 
(1669), Маклорен (1742), Гаусс (1809). Больцано (1817) сфор-
мулировал критерий сходимости последовательности, а Коши 
(1821) ввел его в систематическое изложение анализа. Сейчас 
он носит название критерия Коши и эквивалентен методу вло-
женных отрезков Кантора. Коши (1821) уже неявно пользовал-
ся принципом сжатой переменной, этот принцип использовали 
Фурье, Дирихле, Г. Дарбу (1875). Он привел к методу сходящихся 
последовательностей Гейне–Кантора и стал одним из инструмен-
тов обоснования анализа.

Деятельность по упорядочению математического анализа, нача-
тая Б. Больцано, О.Л. Коши, Ш. Мере, была продолжена Г. Ганке-
лем, К. Вейерштрассом, Э. Гейне, Г. Кантором и Р. Дедекиндом. 

Больцано один из первых начал разрабатывать аксиоматичес-
кий метод как общенаучную логическую процедуру с такими харак-
теристиками, как полнота, непротиворечивость, независимость. Он 
первым обратил внимание на то, что истины арифметики не могут 
быть выведены из эмпирических наук, прежде всего из геометрии; 
основал правила арифметики на четырех аксиомах и двух прави-
лах сложения и умножения, из которых можно вывести все пра-
вила арифметики для натуральных чисел. В 1817 г. Больцано для 
доказательства существования точной верхней границы использу-
ет покрытие области интервалами. У него же впервые встречается 
понятие точки с их перифериями, термин Menge – множество. Он 
же впервые определил бесконечное множество как эквивалентное 
своей части.

Опыту логического изложения математики и формализации 
алгебры были посвящены работы М.  Ома. Выявлением аксиом 
арифметики занимался Н.И.  Лобачевский (1834, 1843). Попытку 
построить теорию арифметики предпринял Г.  Грассман (1861). 
Необычная терминология и абстрактное изложение делали его 
сочинения малодоступными, он не был понят коллегами. 

Г.  Ганкель в 1867 г. разъяснил сущность идей Грассмана,  
а позже (1869) дал свое независимое изложение теоретической 
арифметики. Научной особенностью математического творчества 
Ганкеля, ученика Римана, было сочетание историко-математичес-
кого и философского методов. Ганкель был единственным среди 
немецких профессоров, преподававшим историю математики. Он 
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видел развитие идеи во времени и связь идеи с потребностями  
времени. В историческом отношении интересна статья Г. Ганкеля 
о пределе (1869) [7], подводящая итоги развития концепции пре-
дела незадолго до возникновения концепций числа и непрерыв-
ности. Ганкель констатировал процесс расширения понятия числа. 
Он рассмотрел действительные, комплексные и гиперкомплекс-
ные числовые системы, барицентрическое исчисление Мебиуса и 
построил для него алгебраическую систему, а также алгебраические 
системы для некоторых алгебр Грассмана и кватернионов Гамиль-
тона. Ганкель выделил инвариантный почти для всех цивилизаций 
принцип записи чисел; ему принадлежат формулировка принци-
па постоянства формальных законов для новых концепций, пред-
восхищение теории меры, метод сгущения особенностей. Так как 
теория множеств еще не появилась, Ганкелю не хватало характе-
ристик для описания множеств точек разрыва, но его работа стала 
важным продвижением к современной теории интеграла. Вопрос о 
необходимости аксиоматизации арифметики, поднятый Больцано 
и продолженный Грассманом и Ганкелем, был дополнен работами 
Дедекинда, Дж. Буля и завершен в 1889 г. Дж. Пеано. Из работ Ган-
келя видно, насколько остро встала необходимость классификации 
точечных множеств и характеристики их сравнения, классифика-
ции точек разрыва; насколько нужна была новая концепция числа, 
как с точки зрения теоретической арифметики, так и с позиций 
анализа; необходимость новой концепции непрерывности и нового 
категориального аппарата, новых математических инструментов. 

В последующие годы Кантором была создана теория множеств, 
Кантором и Дедекиндом – концепция непрерывности, Дедекин-
дом и Пеано – аксиоматика арифметики; в лекциях Вейерштрас-
са начинают формироваться концепция компактности, концепция 
метрического и топологического пространства, позже оформив-
шиеся в работах М. Фреше (1906) и Ф. Хаусдорфа (1914). Ганкель 
отмечает, что если в прежние века математика изучала и описывала 
естественный мир, то в последний век создавался математический 
аппарат для технических достижений. Потребность в математичес-
ких методах в приложении к теории потенциала, электротехники и 
другим разделам физики XIX в. давала свободу выбора адекватных 
математических моделей, соответствующих прикладным потреб-
ностям в областях, созданных физиками.

В 1869 и 1872 гг. вышли работы Ш.  Мере с его концепцией 
иррационального числа, не получившие признания, но от этого не 
менее значимые. Он расширил понятие числа добавлением ирра-
циональных чисел как классов эквивалентных сходящихся после-
довательностей и фиктивных пределов (сходящаяся последова-
тельность есть число). Но неудачная терминология, тяжелый язык 
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и отказ расширить понятие функции обрекли его труды на неудачу, 
его работа получила признание лишь столетие спустя. Французы 
называют ее концепцией Мере–Кантора.

К. Вейерштрасс сделал решительный шаг в анализе – ввел язык 
эпсилонтики (1861). В его лекциях содержится понятие окрест
ности, бесконечно малой, иррационального числа как предела бес-
конечного ряда. Теория иррациональных чисел, использующая 
предельную точку, появилась у Вейерштрасса после 1872 г. и была 
развита Кантором. Вейерштрасс вводит в теорию иррациональ-
ных чисел понятие точной верхней грани. Изложение его теории 
постепенно обогащалось. Это привело к созданию Вейерштрассом 
своей концепции континуума. Вейерштрасс нуждался в понятиях 
связности и континуума для приложений в области аналитических 
функций (аналитическое продолжение). Множества, рассматрива-
емые Вейерштрассом – это, как правило, счетные множества точек, 
исключенных из области определения функции (особые точки 
функции), или их дополнения. Условие связности у Вейерштрасса 
более сильное, чем у Кантора. 

Сравнительный анализ понятий континуума и связности у 
Вейерштрасса и Кантора был сделан Г. Миттаг-Леффлером (1883) 
и Э.  Фрагменом (1884). Вейерштрасс определил понятие непре-
рывности функции в окрестности точки   на созданном им языке 
ε-δ. Им сформулированы свойства функций, непрерывных в точке, 
а также на отрезке, в том числе теорема о приближении функций 
многочленами; разработано понятие равномерной сходимости 
рядов как условия интегрирования. Задолго до Фреше и Хаусдор-
фа в лекциях Вейерштрасса формируется аксиоматика метричес-
кого и топологического пространства. Благодаря особенностям 
преподавания Вейерштрасс создал школу строго обоснованного 
математического анализа, теории эллиптических и абелевых фун-
кций, вариационного исчисления, многие его ученики стали круп-
ными математиками. Влияние Вейерштрасса распространилось в 
России, Франции, Италии и других странах.

Начиная с работ Больцано, Дирихле и Гейне развивались поня-
тия равномерной сходимости, равномерной непрерывности и идея 
покрытий отрезка. К понятиям равномерной сходимости ряда 
обращались О. Коши (1821, 1823, 1853), Н. Абель (1826), К. Вейер-
штрасс (1842), Ф.Л. Зайдель (1849), Дж.Г. Стокс (1849), В. Томе 
(1866), Э. Гейне (1870). Метод покрытия (неразбиения) интервала-
ми впервые использовал Больцано в 1817 г. Дирихле в своих лекци-
ях (1854 и 1858) использовал идею покрытий как инструмент дока-
зательства. Он сформулировал равномерную непрерывность как 
фундаментальное свойство непрерывных функций, но не доказал 
ее строго, ибо в то время еще не была доказана теорема о пределе 
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ограниченной монотонной функции, не было обосновано понятие 
точной верхней грани, которые сформулировал в своих лекциях 
Вейерштрасс в 1870-е; не была разработана концепция действи-
тельного числа, появившаяся в 1870-е годы в работах Кантора и 
Гейне. Понятие иррационального числа и вычисление функции от 
такого числа в 1850-е гг. еще было неясным. Не было известно, как 
много иррациональных чисел на отрезке, как они упорядочены. Не 
было понятия плотности расположения чисел. Все это ввел Кантор 
в 1872–1874 гг. Р. Липшиц, ученик Дирихле, продолжил исследо-
вания своего учителя относительно расширения условий сходи-
мости рядов Фурье для случая бесконечного числа разрывов и экс-
тремумов (1864) и впервые дал определение окрестности. Липшиц 
один из первых обратил внимание на различие между множества-
ми, которые потом будут названы нигде не плотными, всюду плот-
ными и приводимыми. 

Э. Гейне, ученик Дирихле, вводя понятие равномерной сходи-
мости (1870) писал, что на возникновение идеи повлияла работа 
Дирихле. Тогда же Гейне ввел понятие равномерной непрерыв-
ности для функции одной и двух переменных. Развивая эту идею 
в «Лекциях по теории функций» (1872) [8] на русском языке см. 
[4 с. 184–200], Гейне, следуя рассуждению Кантора, ввел понятие 
фундаментальной последовательности, на ее основе концепцию 
действительного числа, предела, функции, непрерывной функ-
ции, затем сформулировал теорему о равномерной непрерывнос-
ти функции (теорема Гейне–Кантора) и доказал ее с помощью 
идеи покрытий конечным числом интервалов, каждый из которых 
содержит хотя бы одну точку интервала (лемма Гейне). Гейне не 
повторял, а  развивал идею покрытий на основе своей концепции 
действительного числа. Его доказательство представляет собой 
значительный шаг вперед по сравнению с доказательством Дирих-
ле, который рассматривал кусочно-непрерывную функцию и поль-
зовался нестрогими геометрическими представлениями. В этой же 
работе Гейне первым высказал мысль, что некоторым (конечным) 
множеством точек разрыва можно пренебрегать, но языка теории 
множеств и способов оценки величины или меры такого множест-
ва еще не было. Заметим также, что «Лекции по теории функций» 
были первым учебным пособием по теории функций, ознаменовав-
шим появление нового раздела математического анализа.

Впоследствии варианты теоремы о покрытиях формулирова-
лись У.  Дини (1878), К.   Вейерштрассом (1880), И.  Томе (1880), 
С. Пинкерле (1882), Э. Борелем (1895 и 1903), А. Гурвицем (1891), 
П.  Кузеном (1895), А.  Шенфлисом (1900), В.Г.  Юнгом (1902), 
Э.Л.  Линделефом (1903), А.  Лебегом (1902/1903), О.  Вебленом 
(1904).
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В создании понятия равномерно непрерывной функции огром-
ная подготовительная работа была проделана математиками сере-
дины XIX в. Больцано, Коши, Дирихле, Риманом, Липшицем, а 
окончательно сформулировали понятие равномерно непрерыв-
ной функции и ее свойства Кантор и Гейне. К этому времени была 
создана теория множеств, зарождалась теория меры. Использова-
ние понятия производного множества стимулировало ее развитие. 
Борель выделял те области, к которым применимо мероопределе-
ние. Лебег ввел внутреннюю меру области. Появилась классифи-
кация точек на внешние и внутренние, классификация предель-
ных точек. Развивалось исследование числовых областей и позже 
построение областей по заданным свойствам. Это привело к появ-
лению конструктивной и дескриптивной ветвей теории функций. 
Метод покрытий, будучи сначала вспомогательным инструментом 
деления отрезка на части и суммирования тех из них, где функция 
имеет ограниченное колебание, превратился за сотню лет в важный 
инструмент анализа свойств функции. Постепенное обогащение 
смыслами сопутствовало методу покрытий в истории анализа.

Р.  Дедекинд, ученик Гаусса и Дирихле, занимался вопросами 
алгебры. В 1871 г. он, обобщив теорию многочленов и алгебраичес-
ких чисел, ввел в математику абстрактные алгебраические струк-
туры: кольца, идеалы и модули. Совместно с Л.  Кронекером он 
разработал общую теорию делимости. Знакомство с Г.  Кантором 
способствовало его интересу к проблемам теории множеств. Идея 
Дедекинда о постепенном восхождении человечества по  лестни-
це смыслов была высказана им в работе «Что такое числа и для 
чего они служат?» (1888) [9]. Это было его собственное постро-
ение теории множеств (систем), где Дедекинд применил аксио-
матический метод построения системы натуральных чисел. Тер-
мин «вещь» он употребляет как элемент множества, рассматривая 
принадлежность вещей к одному множеству через их связанность 
в нашем сознании и возникновение нового объекта в сознании. 
Последовательность таких этапов образует лестницу смыслов, 
согласованную с предшествующим построением математики и 
образующую новые понятия, новое представление о непрерыв-
ности числовой области. Понятие о числе независимо от пред-
ставлений о физическом и геометрическом пространстве являет-
ся продуктом нашей мысли.

Система аксиом арифметики, сформулированная Дедекиндом 
для натуральных чисел, год спустя была развита и упрощена Пеано, 
чье имя за ней и закрепилось, но еще до него Дедекинд показал, как 
основные теоремы арифметики получаются из его аксиом. В нача-
ле XX в. аксиоматический метод был окончательно принят школой 
Гильберта как основной в математике.
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В учебных курсах XIX в. по теории функций понятие числа 
пополнилось анализом иррационального числа, понятиями непре-
рывной и равномерно непрерывной функции, что было вызвано 
потребностями анализа числового интервала и совокупностей 
точек разрыва. В лекциях Дирихле, Вейерштрасса, Гейне шло 
дидактическое совершенствование изложения этих понятий. 

С 1872–1884 гг. Г. Кантор написал основные работы по теории 
множеств. В 1872 г. действительное число было определено им как 
предел сходящихся последовательностей, для которого определе-
ны отношение порядка и арифметические операции. Кантор развил  
эту идею, образуя новые последовательности из иррациональных 
чисел (иерархию предельных точек). Основополагающими для 
определения числа Кантор сделал понятия взаимно-однозначного 
соответствия между множествами, иерархии производных мно-
жеств, а впоследствии сравнения их по мощности. Кантор принял 
как аксиому взаимно-однозначное соответствие точек оси и чисел: 
всякой точке оси соответствует некоторое число, которое он назвал 
действительным, оценил алгебраические иррациональные числа 
как счетное множество, а все иррациональные числа как несчетное 
множество и пришел понятию мощности множеств, что позволи-
ло ему создать первую часть теории множеств – теорию точечных 
множеств. Гейне придерживался концепции Кантора, методически 
изложил ее в курсе лекций, впервые сформулировал принцип пре-
небрежения некоторым множеством точек, то есть степень общнос-
ти утверждения. 

Концепция Вейерштрасса основана на понятии функции как 
ряда, а числа как агрегата (конечной или «обозримой» числовой 
совокупности), каждая неизмеримая числовая величина по Вейерш-
трассу есть граница ранее определенных измеримых величин. Вейер-
штрасс определяет действительное число как предел частичных 
сумм абсолютно сходящегося ряда, обращая внимание на необходи-
мость арифметизации понятия предела. Вводит упорядоченность, 
замкнутость относительно арифметических операций. В отличие от 
Кантора, отвергающего прикладные аспекты, и Дедекинда, направ-
ленного на арифметическую сторону понятия числа, Вейерштрасс 
предназначал свою концепцию для обоснования теории аналитичес-
ких функций. Те понятия, которые он вводит, не носят глобально-
го характера, но необходимы лишь для его построений. Он вводит 
собственные понятия континуума и связности, которые отличаются 
от таковых же понятий у Кантора; для аналитического продолжения 
по пути строит цепочку открытых дисков, что эквивалентно лемме 
Гейне о покрытиях. При этом если функция представлена в виде 
ряда, то это не сужает, а расширяет возможности исследования этой 
функции, но ряд должен обладать равномерной сходимостью. 
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Дедекинд основал свою концепцию действительного числа 
на понятии сечения как для чисел, так и для точек на прямой. 
Особенностью определения Дедекинда был алгебраический под-
ход к числу. Он стремился дать арифметическое определение 
понятие непрерывности, свободное от геометрической интерпре-
тации. Причем Дедекинд утверждает, что это наш мысленный акт, 
который производится независимо от того, является ли реальное 
пространство непрерывным или разрывным, это мысленное запол-
нение новыми точками не влияет на реальное бытие пространства. 
Он определяет вычисления с вещественными числами. При этом 
он доказывает теорему о непрерывности арифметических опера-
ций. Дедекинд устанавливает связь введенных им понятий с основ-
ными положениями анализа бесконечных, доказывает теорему о 
пределе ограниченной монотонной величины. Работы Дедекинда 
легли в основу фундамента общей алгебры. Определение понятий 
непрерывности и действительного числа у Дедекинда безупречно с 
логической точки зрения, но представление об объеме и структуре 
понятия из него не следует. В создающихся на основе этих работ 
учебных курсах математического анализа и теории функций число 
определялось по Дедекинду, а затем  в построениях переходили  к 
более практичному определению числа Кантора, используя поня-
тие фундаментальной последовательности и предельной точки. 

На рубеже XIX–XX вв. самым совершенным был признан 
«Курс теории действительной переменной» Улисса Дини (1878) 
[10]. Дини читал его почти 50 лет. Курс был основан на исследова-
ниях П. Дирихле, Н. Абеля, П. Дюбуа-Реймона, К. Вейерштрасса и 
Г. Миттаг-Леффлера и с годами обогащался результатами Г. Кан-
тора, Э.  Гейне, Р.  Дедекинда, Г.  Ганкеля и Г.  Шварца. Во многих 
случаях Дини вводил более общие формулы и методы. Так, напри-
мер, в области непрерывности и равномерной непрерывности фун-
кций он продемонстировал получение результатов Вейерштрасса 
и Миттаг-Леффлера с помощью метода Э.  Бетти и подобным же 
образом обогатил новыми методами теорию степенных и триго-
нометрических рядов, а также и теорию функций комплексной 
переменной. Методологическая база Дини, обусловленная опытом 
дифференциальной геометрии, в анализе бесконечно малых очень 
сильна и отличает его курс от курсов других аналитиков.  Дини 
принадлежит определение непрерывности функции через одно-
сторонние пределы, а также собственная классификация разрывов. 
Как отмечал позже Лузин, это привело к появлению дескриптив-
ного и конструктивного направлений в математическом анализе. 
Исследования Дини легли в основу современного анализа.

Теория действительного числа и понятие непрерывности чис-
лового континуума получили дальнейшее развитие в работах фран-
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цузской школы теории функций (Р. Бэр, Э. Борель, А. Лебег и дру-
гие), московской школы теории функций (Д.Ф. Егоров, Н.Н. Лузин 
и его ученики), польской школы теории множеств и теории меры 
(В. Серпинский и его ученики) и других математиков XX в. Систе-
мы аксиом арифметики и геометрии требовали обобщения на еди-
ном основании. В 1899 г. Д. Гильберт создал новую систему акси-
ом, в которую ввел аксиому Архимеда и аксиому полноты. В XX в. 
А.Н. Колмогоров построил аксиоматическую концепцию действи-
тельных чисел как совокупности, являющейся полным линейным 
упорядоченным полем. Аксиому полноты Колмогоров назвал акси-
омой непрерывности. Приведя аксиомы концепций XIX в., (аксио-
му Дедекинда о сечении, аксиому Больцано о существовании вер-
хней (нижней) грани, аксиому Вейерштрасса о предельной точке, 
аксиому о сходящейся подпоследовательности, аксиому Больцано 
о монотонной последовательности, аксиому Кантора о вложенных 
отрезках), Колмогоров доказал их эквивалентность. Исследования 
Колмогорова показали, что аксиома полноты может быть заменена 
принципом вложенных отрезков (фундаментальных последова-
тельностей Коши–Кантора) вместе с аксиомой Архимеда.

К началу XX в. сформировалось понятие числовой прямой. Раз-
витие этого понятия шло от античного представления о телесной 
прямой как фрагмента физического материала. В античности числа 
представлялись как совокупность натуральных и рациональных 
положительных чисел, образующих шкалу. Иррациональные вели-
чины  традиционно от Евклида понимались как неизвлекаемые 
корни. В состав чисел очень долго не входил ноль. Впервые отри-
цательные числа как числа, меньшие нуля, и положительные числа, 
как числа, большие нуля, определил Штифель (1544). У  него же 
ноль, а также дробные и иррациональные величины названы чис-
лами. Людольф ван Цейлен (1596) вычислил число π с 35 десяти-
чными знаками; Галилей (1630) понимал линию как результат дви-
жения. Только в XVII в. на шкале появились ноль и отрицательные 
числа, а с ними шкалы термометров с отрицательной температу-
рой и отсчет времени до и после Р. Х. Геометрическая прямая, или 
ось, как понятие в математическом анализе формируется в период 
XVI–XVIII вв. Понятие прямой или кривой как геометрического 
места точек обобщается в XVII веке в первых работах по матема-
тическому анализу. Л.  Эйлер (1748) высказал предположение о 
существовании кроме иррациональных алгебраических чисел еще 
и трансцендентных иррациональных чисел, получаемых в резуль-
тате трансцендентных вычислений, например, логарифмирования, 
и дал обозначения π и e; И. Ламберт (1766) доказал иррациональ-
ность чисел π и e; Лагранж определил иррациональные числа через 
бесконечные непрерывные дроби; Коши (1821), определил ирраци-
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ональные числа как пределы сходящихся последовательностей, но 
не определил отношение порядка и операции над ними; Больцано 
(1830) сделал попытку построить теорию действительного числа 
(его передовая работа была опубликована лишь столетие спустя); 
Ж.  Лиувилль (1840-е гг.), начал строить теорию трансцендент-
ных чисел; Ш.  Эрмит (1873) доказал трансцендентность числа e; 
Ф. Линдеман (1882) доказал трансцендентность числа π; К. Вейер-
штрасс (1885) упростил его доказательство. 

Но теория действительного числа еще не была создана. Нельзя 
было строго определить ноль, больше, меньше или равно нулю. 
Поэтому Вейерштрасс в своих лекциях по дифференциальному 
исчислению (1861) доказывал теорему «Непрерывная функция, 
у которой производная внутри определенных интервалов аргу-
ментов всюду равна нулю, сводится к константе». В 1869 г. тео-
рию действительного числа построил французский математик 
Ш. Мере. Мере ввел понятие неизмеримого числа как фиктивного 
предела, его теория эквивалентна теории Кантора, но ее не приня-
ли современники. 

Числовая прямая как концепт сформировалась в работах Кан-
тора и Дедекинда 1872 г. Дедекинд рассмотрел точки на прямой 
линии и установил для них те же свойства, что и для рациональ-
ных чисел, постулируя, что каждому рациональному числу соот-
ветствует точка на прямой линии. Это свойство прямой Дедекинд 
называет аксиомой, принимая которую мы придаем прямой непре-
рывность. Кантор постулировал взаимно однозначное соответствие 
между числами и точками на прямой он утверждал, что доказать 
это невозможно. Вейерштрасс полагал, что каждому числу соот-
ветствует точка на геометрической прямой; но неизвестно, каждой 
ли точке соответствует число.

Привычный нам образ числовой прямой формировался в тече-
ние более чем двух тысячелетий от телесного отрезка до шкалы 
положительных целых, затем рациональных чисел; в XVII в. на 
шкале появились ноль и отрицательные числа; были добавлены 
иррациональные числа; концепция Кантора завершила представ-
ление о числовой прямой как о совершенном связном множестве.

Новые концепции соответствовали потребностям науки и пре-
подавания XIX в., благодаря им пополнился инструментарий 
исследований. Дальнейшее направление развития этих концеп-
ций привело к появлению таких теорий XX в., как дескриптивная 
теория множеств, теория функций, топология и функциональный 
анализ.
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